
Die Zusammensetzung der stetigen endlichen Transformations- 
~uppen. 

Zweiter Theil*). 

Von 

W m ~  K~Ln~o in Braul~sberg. 

Der vorliegende Theil meiner Untersuehungen fiber die Zusammen- 
setzung der Transformationsgvuppen behandelt die wiehtige Frage nach 
der Bildung der einfaehen Gruppen, d. h. derjeaigen, welche keine 
invarianten Untergruppen besitzen. Nach dieser Riehtung his kommt 
tier vorliegende Theil, wie ich glaube, zu einem vollst~ndigen Ab- 
rehluss, und schon aus diesem Grunde, vor Allem abet bei der bohen 
Bedeutung der einfachen Gruppen ffir die gauze Theorie, glaubte ich 
die folgenden Untersuchungea gesondert verSffentlichen zu dtlrfcn. 
Andererseits habe ich bereits in w 12 ein allgemeiaeres Problem auf- 
gestellt und dessen LSsang in etwas vorbereitet. Es wird ~lso die 
n~chste Aufgabe rein, in einer folgende~t Migtheilung die~es Problem 
in engem Ansctfluss an die bier geft~ndenen Resultate volls~ndig za 
15sen. 

Den Grundgedanken, auf dem die in diesem Theile durehgefShrten 
Ua~ersuchungen rahen, habe ich bereits in den Vorbemerkungen zu 
meiner erst~n Mittheitusg angegeben, ich mSchte abet die vortiegesde 
Untersuchung auch denea leieht verst~ndlich roaches, wetche den 
ersten Theit nieht gelesen habem Daher habe ich die Bewehe yon 
den frtiher gefhndenen Resultaten im Ganzea usabh~ng~g gemacht. 
Nur einmal in w 10 benutze ich eiaen in w 9 bewiesenen Lehrsatz 
und in w 16 verweise ieh auf Betrachtungen, welche ia w 8 durcho 
geffihrt sind; hierdurch wird aber das Verstgsdnlss selbst nicht beein- 
tr~chtigL Um dasselbe noch mehr zu erteichtern, mSgen einige wdtcre 
Bemerkungen gest~ttet rein. 

*) Vergh den unter gleiehem Titel erschieneaea Auf~tz ia l~i. Sl ~e~r 
Annalen, p. 252 if. 
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Wit" bes~mmen die Gruppe dutch T infini~hnale Transformatlonen, 
welche s~bol iseh  mit ~ [  . . . .  ~ f  bezeie~et  werden. Bildet man 
nseh bekannter Vors&rift (X,X~),  so muss sere: 

(X,X,) == ~ c.~ XJ, 

und es m~sen die Jaemhi'schen Re]ationen bestehen: 

yon denen die vorstehende kurz mit (~ ; t )  bezeichnet werden sdl. 
Wenn bei Beschr~nkung yon ~, ~ auf die ersten m ( <  r) Marken 

1 �9 m sich die =(m--l) Ausdr~cke (X,X~) dutch Xff. X=f 

darstellen lassen, so bestimmen XI f . . .  ~ [  eine U~'g~'uFpe der 
gegebe~en r-gliedrigen Gruppe. Diese ist invade, wenn ffir 
~ I... m, ~ = I... r sich auch ~lle (X, Xe) dutch X~/'... X,f 

dsrstellen lassen. Wie diese Begr~e aUgemein detinirt werden, braucht 
wohl nicht erw~hnt zu werden. 

Meine Untersuchungen fiber die Zusammensetzung der Gruppen 
gehen yon dem Problem aus, die zweigliedrigen Untergruppen zu finden, 
denen eine beliebig gew~hlte eingliedrige Unterg~ppe 2~,X,/ an- 

geh~rt. Sollen die Transformationen dieser Untergruppe nicht mit 
einander vertauschbar sein, so mfi.~n sich r ~t_ 1 GrSssen e, ~... 
so bestimmen iassen, dass ist: 

la@ 

Um daher atle zweigtiedrigen Untergruppen zu linden, denen 
Zrl, X,f angehSrt, hat man zunRchst e vermittelst der Gleichung 

zu berechnen und alsdann die zu jedem r gehSrigen gerh~lfaisse 
~ : ~ : -  - �9 : ~, in bekaunter Weise zu besthnmen. Die Fanctionen 
#'~(~), ~ ( ~ ) . . .  ~#,_~(~) sind im Allgemeinen nicht yon einander 
unabh~mgig; die kleinste Zahl derjenigen Func~onen, dutch welche 
sich are darstellen lassen, hezdchne ich n~t Iund nenne diese ZaJal 
den P~sz~ der ~Gruppe. Der vorstehenden Gleichung selbst ]ege ich 
den Namen: charakteris~_sche Gleichung bei. 
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Die vorliegende Arbeit geht yon den Bediug~ngen a ~ ,  we, le.~ 
erffillt se~n miissen~ wenn die letzten k Coeffic~onten dieser Gleichun~ 
also ~,--I(~)..-~#,-~i (7) glelch Null siud, ohne dass V',-,(~) ver~ 
sehwindet~ Dureh eine etwas umst~ndliche Betraehtung gelange ich 
zu dem Resultate, dass wenn ~ , - l ( ~ ) . . . ~ - # + t ( ~ )  idontisch vor- 
schwinden und zugleich keine Transformation der Gruppe mit allen 
andern Transformationen vert~usehbar ist (die Gruppe also, um einen 
Ausdruck des Herrn Lie zu beuutzen, keine ausgezeichuete Unter- 
ga, uppe besitzt), auch immor alle Uuterdeterminanten (r ~ k -~- I) t~ 

Grades von ]7,.1 = l Z e  co'" ~'I. identiseh versehwinden. 

Indem wit den Fall einer ausge~iehneten Untergruppe aussehliessen 
und die weitere Annahme hinzufflgen, dass die nieht versehwindenden 
Wurze|n far eine ganz allgemeine Transformation s~mmtlieh yon eiu- 
ander versehieden shad~ wird der Rang I der Gruppe m k und MIo 
Wurzeha der Gleiehung lasses sieh dutch l unter ihnen homogen und 
linear ausdrfieken, wo die Coefficienten rationale Z~hlen sin& F ~  
je zwei derjenigen Wurzeln, dureh welehe sieh alle ausdrfieken hnsen, 
etwa ~. und ~o., giebt es zwei gauze Zahten a,.  und ax,, wolehe 
einen gewissen Zusammenhang zwischen jones Wurzetn be~timmen. 
Wir erw'2hnen bier nur~ dass mit co, und ~x aueh e , - i - a ,~ex  und 
co. + a~,, co,~ sowie fflr jedes ganz'adaligc, zwisehen 0 uud a~x gelegeae 
a Ruth ~o. + a~ .  eine Wurzel sein mu~-'. Die Coefficientea a,. sind 
s'2mmttieh g l e i e h -  2; die ~brigea kSnnen abet keineswegs beliebig 
gew.2hlt werden ; vielmehr m~Issen f~r dieselben recht viele Bedin~,nmgs- 
gleichungen hestehen, gine Reihe yon diesen ergieht sich aus den 
Bedingungen dafiir~ dass eine mit den Coeffieienten a,x gegebene 
homogene lineare Transformation dutch eiae endliehe Z~ht yon Wieder- 
hohmgen in die identische Tra~fornmtion iJbergeht. Jedes System 
dieser Coefficienten ist entweder einfae~ odor zert~allt in eiafaehe 
Systeme. Diese beiden l.~tlo werdea is folgender Weise unierschiodvu: 
man geht yon einer beliebigen Mazke ~ aus, nimmt allo Marken g 
hinzu, f~r welche a , .  nieht versehwitldet, f~gt hierzu alle M~rken ,t, 
fur welche ein ax~ nieht verschwisdet, und f~hrt d~mit so lange f o ~  
als man auf diesem Wege noch zu neuen Marken gehmgt; dann hei~st 
das System einfach~ wenn diese Operation zu allen Markon I ... 
ftlhrt. Es ist nicht sehwer~ die eiafachen ~ysteme zu bestimmen, 
Diejenigen Wurzeln, welche dutch ei~ einfaehes System gefordert 
werden, ffihren auf eine einfache Gruppe, und umgekehrt lassen sieh 
alle W~rzetn bei einer einfaehen Grnppe ais d~eh ein einfaehe~ System 
bestimmt ansehen. Man gelangt also auf dem angedeuteten Wege za 
den einfaehen Gruppen. FRr jede~ l ergeben sioh vler Formen, za 
denen Fdr l M 2, 4, 6~ 7, 8 noch speeielle einfaehe Grupl~n triton. 
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Yon diesen speciellen Gruppen babe ich mehrere nieht in volls~ndig 
~t~ckel ter  Form angegeben; ieh hoife, dass as mir st~ter mSglich 
sein ~v~rd, diese Gruppen in einfacherer Weise darzustellen, und des. 
halb mochte ich die his jetzt gefaudenen Darstelhngen nicht mit- 
tha~ez~ 

w 10. 

Die char~@terisl~che Gteichung hat mehrere verschwindende Wurzeln. 

Die in den letzten drei Paragraphen zu Grunde gelegt~n Voraus- 
setzungen konnten deshalb unbedenklich zur Grundlage einer Unter- 
suchung gemacht werden, weft sie sich in allbekannten Gruppen ver- 
wirklich~ finden. Auch trug sowohl die Voraussetzung, dass die 
Gleichung 

( 1 )  ~" - ~ - ~  (~) + ~ ' -~(~)  + " "  ! ~ -~ (~ )  ~- o 

nur eine einzige verschwindende Wurze] besitzt, w~e die Annahme, 
dass aUe ihre Wurzeln verschwinden, durch ihre Einfachheit den 
Charakter der Erlaubtheit offenbar an sich. Wir wollen jetz~ die 
Annahrae machen, dass d~e Gleichung e~ne ~-fache versehw/ndende 
Wurzel bes/tzt, und haben dabei, ehe wit diese Annahme weiter ver- 
folgen, die Frage zu beantworten, ob in diesem Falle auch die Unter- 
determinanten v o n  

Grade versehwinden oder nicht. 

Zu dem Ende beweisen wir einen Saf.z noch einmat, den wir 
bereits in w 5 hergeleitet haben, n~alich den Satz: 

Wenn eine inf. Transformation die eingliedrige Hauptuntergru/Fs e 
ein~r tier Crru.~e angeIdirigen zweigliedrige~ Unter~?rup~e ix, t, so 
fiir diese~be die c h a r ~ i s c h e  G~chung nur verschwindende Wurzdm. 

Diese Transformation ~ei X,f uad die zweigtiedrige Untergrupl~% 
deren Haap~trausformation Me isL sel ~rX, f-{-- ~-1X~._if~ so dass ist: 

(X,X~I) = ~X~f, 
wo �9 nicht verschwinden darf. Wir wollen also jetzt beweisen, dass 
die Gleichmag (I) f~ir ~t ~ ~ . . . . .  ~-1 ~-- 0, ~7~ ~ 1 nur ver- 
schwindende Wurzeln hat. hngenommen zun*Xchst~ die Gleichnng 
h ~  eine eiafaehe aicht verschwiadeade Wurzel e .  Dann kann man 
X~ . . .  X,,_~ so w~ten, dass 

wird mad das~ in den husdrfieken f~r (X,X~) . , .  (X~ X ~ )  die X,f 
nicht vorkommk Bestimmt man nun in der Jaeobi'sehen Relation fiir 
(I,  r,  r - - l )  den Coefficienten yon X~f, so folgt r  was 
ua_~rer Annahme widerstreitet. 
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Ebensowenig ist eine mehff~ehe nieht ver'~hwindende Wunml 
mSglieh. Es sei n~nlich ~ eine m*faehe Wurzel; dana kemn man 
XJ, XJ... X,,--d so w~len, d~ (X,.X3, (X,X.,)... OLX-~ 
sich nut darch X , f . . .  X , d  ausd~icken lassen and in (X~X~,+O ...  
(XrX.-~) ~e X , f . . .  Xmf nicht vorkommen. Bezeichnet man mit  , 

eine tier Nnmmern 1 . . .  m and bestimmt in der Relat/on (r, r ~ 1, g) 
den Coefficienten yon X , f ,  so folgt: 

Xe (c,,..-l,~e c~e, - -  c,,-l,v, C~,e) e~. 
I 

Hier liefert die Summation nach x tiber die Nummer~ I .... m 
die Gleiehung: 

0 ~ t ~ a ~  

was mit unserer Annahme unvereinbar ist. 
Hieraus leiten wir folgenden Satz her: 

Wean fib. dn W~th~ston (~ ... ~ )  die c t ~ u  Gleic,~uug 
eine l:-fache verscAwindende Wurzd hat u~ut wem~ I < k < r i~, 
verschwinden flit dasselbe Werthsystem auch alle U n ~ d e t ~ i e . ~  
r -  1 ~" Grades &r I)aerminard, e {7,*]- 

Verschwgnden n.~nlich die Unterdeterminanten r -  lum G r a ~  
nicht s~mmtlich, so kSnnte man ein System ( ~ . . .  ~) derartig b~  
stimmen, dass bei nicht verschwindendem ~ die Gleichung hest~de: 

Somit w~re ,Y,,~,X,f die Haupttransformation einer zweigliedrigen 
Untergamppe, und die Gieichlmg (1) hiitte f~r Oh . - .  ~,) lauter ver- 
schwindende Wurzeln (C. h.). 

Es sei jetzt ffir ( 0 0 . . . 0 1 )  o ~ 0  efiae k-fache War'~l and es 
mSgen nut die Unterdeterminanten r ~ i + 1 *= GraA~ yon I~,,] 
s~mmtlich verschw~uden~ wo i < k sein soll~ so class ist: 

(X,X,.-d = O, . . . ,  (X,X,-,+,)  - -  O. 

Um die folgende Entwicklung leichter darstellen zu kSnnen, m ~ e  
es .gestattet sein, eine homogene lineare Function dadurch zu be- 
zeichnen, dass man deren Ver~-nderliche in eine ecklge Klammer ein- 
scMiesst. Dann lassen sich die X , ~ f . . .  X , . ~ , [  so bestimmen, 
dass ist: 

(X,X,_,) = IX, X,_,.-. X,,--~d, 
(X~X~-,-O = IX, X,,.-,... X,-,+, Y~-,], 

(X,x,_,§ = [ x , X , . . ,  . . . X , . _ , + , ] .  



6 W: K~tm~ 

F ~ l i e h  kaun ~ n  die X i f  . . . .  X..~f so w~]en, da~ f ~  
a ,  p ~ 1 - - -  r ~  k die GIeic]~u~gen bes~hen: 

( x . x j  ~ , ~  e.~X~, 

wo die Determinaute le.g[ nicht verschwiudet. 
Wie a ,  p Nummern der Reihe 1 . . .  r -  b ,  sol len x ,  ~t solche 

der Reihe 1 . , .  i - -  1 dar~telien. Jetzt folgt aus ( r ,  r - -  ~, r - -  ~): 

oder da Xt nur mlt X~, X , _ , . . .  X r - ~ t  vert~usehbar ist: 
('2) ( X , _ .  X , _ ~ )  = =  [ X ,  X , . - t  . . . X,.._i+~]. 

Somit bestimmen Xf, X , - ~ . . .  Xt-~+t eine Untergruppe der ge- 
gebenen Gruppe. 

Die Relation (r~ r - -  .~, ~) Iiefert die Gleichung: 

H~tte ( X ~  XtJ ) ein Glied m: X~_~+~, so m~sste da links X~-~+l nicht 

vorkommt, 2e,,~mlt~-O ~ein f~r g - ~ - - l . . . r ~ / ~  oder le.ttt~---O. 

Somit kann X~--~+t in ( X ~  X:) nicht vorkommen. Nunmehr schliess~ 
man der Reihe ~mch geradeso, d ~  (X,...2 XI~ ) auch yon X~.~...X,._I 
frei i~t and ~ u s  fo l~  ealdlich, da~ aueh X~_~+I... X~ in (X~-i  X#) 
fehlen. Somit ergiebt sich: 

(3) ( x . _ ~ X , , )  = [ x ,  . . . x , . _ ~ ] ,  

wo ~ eine der Nummer~ 1 , , .  i ~  1 und u eine der Nummern 
1 . , ,  r ~ k sein soll~ und wo die eckige Klammer eine homogene 
lineare Function der eingeschlossenen GrSssen ~rstellt .  

Jet~ bilde man die Jaeobi'sche Relation f~ (r, r- ~, ~ ~ i); 
diese hat die Form: 

( x . ,  = . . 

welche infolge der Relation (2) liefert: 

(X,, (X,_~X,_,)) = [ X , . . .  X , _ ~ d  
oder 
(4)  (X . - . I  X , _ , )  ffi= [-~,X~.-1 �9 . .  X ~ - , ] .  

Ebenso folgr 

(x._~x~_,) = [ x . x ~  . . . x ._ ,_ , ] .  

�9 ) Herr Engel, der die Freundlichkeit geb~bt hat, eine Correctur der vor- 
liegenden Arbeit zu leben, mar]at micl~ darauf aufmerksam, dass die Formeln (4) 
und (5) nicht atreng richfig seien, da sic auf tier Vorauasetzung bertthen, dass 
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Auf  dieselbe Weise ergiebt  sieh, dass (X~.~ X,--~O dm~h X~ 
X~_~... X,-~-l, X~-~_, ausgedrilekt werden kama. Nun seien r--i-v 
und r - -  i - -  O zwei Nommeru  aus der Reihe r - -  i . . .  s - -  k ~ -  1, 
uud es sei bewiesea,  dass die Ausdritcke far (X,X,) aar X~... X,_~, 
en tha l ten ,  wofera  wenigsteas  d u e  der Markea o trod ~ grSsser is~ als 
die grSssere der Marken r- i ~ v und r- i--# mad die a~dere 
nieht kleiner ist Ms die Ideinere. Dann folgt aus (e~ r--l--v, e~i~) 
oder aus der Gle ichung:  

= (x_,_.cx... - x.-_,,l), 

dass sich (Xr-~-,X~-~-~) darch X , . . .  X , , . ~ ,  da~teIlen "lgsst, oder 
dass bei Benutzung  der eingefiihrten Abkarzung ist :  

(6) (X,_,_,X~.~) = [X,... X,--~+,]. 

Somit bestimmen die inf. Traasformationea X~[, Xr-~[... X,--w~lf 
eine k-g l iedr ige  Untergruppe ,  trod es folgt der Satz :  

Hat  fiir das S y s ~  (~  . . .  ~ )  die charal~r'~Ksv]w Glvidmt~j vi~c 
l;-fache W u r z d  fleieh .Null, so geh6rt die Tra~formation X , b X ,  f 
einer k-gliedrigen Untergrut~  an, in weletmr ~ ei~e k-facl~e ver- 
schwindende W u r z d  der charal~istisd~en Gleichung ent, spric~,~. 

W e n n  wir die so eben getroffene Wahl  yon X i f . . .  X d bei- 
behal ten ,  ist es nicht  m5gl ich,  yon Null  verachiedene Coefficieatez, 
2' I ... v,-i so zu bestimmen, dass (X~, ~,, X, -1-- �9 �9 -l- ur_~ X,_,) ~ 0 

ist. Lassen w/r daher die VerhMtuisse 2_t ~._x2 , . .  ~,_ - k  je  eine ge- 
Pu ~ ~o ~o 

in don obigen Ausdr~cken f~r (X.rXr_,_.t). . .  (.X,.X.~.I.,) d ~  mit de," ngch~t 
h6hern Marke versehene Xaach wirldleh vorkomme, also in [X~X,._l..Xe_i,e,,X,.i] 
daz Xr_ i . . . .  in [ X r X r _ l . . .  Xr..~+s] daa X,_,+~;  i m ~  geaft~ ~ for 
den vort/egeaden Zweck, die liakea Soitoa yon (4) and (5) durvh [X r Xr_~.. X r_ , + 1 ] 
zu ersetzen, trod hierffir ergebe rich det Bewe/~ unmi~telb&r. Beide l~nnerkung~ 
sind richtig; gleiehwoht m6chte ida die Formel~ (4)mad (5) nicht gaaz eatbehrea, 
da sie in manehen F'allen gebraucht werden kSnnon. Zu dem Ende brhage ieh 
folgendo Correc~ar an: Es sei X r mit X,. .  t . . .  Xr_~+ 1 r e - - b a r ,  daan l a ~ n  
sieh X~ .4 . . .X~_~+ ,  so w~hlen, da~ er~tens (X , .Xr_O. . .  (Xr2~r  ua,~b- 
h/iagige lineare Fanctionen von X r . . .  Xr_i+ l werdea, daea zweite~ (XrXr. . r  
... (X, X~_,-,) ru t  die X~ . . . X~_~ , X,_~ ... X,_< e=thalt~ uad ~ , ~  

anablffmgige Puactionen vo~ X,_/... X,._r ~iad, da~s drittenn (XrX,.._.,.,_,) 
. . . (XrXr . .~ , ,  ) nu/" ~ X r . . . X r _  i . , . X ~ _ f . . .  Xr_f~ o n f t ~ I I  und ul~b. 
h~gige Functionen yon X r _ ~  a . . .  X,_r ~ind u, ~, w. Da~n enthfilt wie die 
vors~ehende Betra~htamg zeig~ jedes (Xr ._~Xr_i) . . .  (Xr-2X,-4) nnr die 
x , x , _ ,  . . . x,_, . . . x,_~, ~t~ (x,_~x,.~_,)...(x~_ax~_r) 
X ,  . . . X,,..r nat aooh X,_~_~ . , : X ,_ r  ,,. ~. w. 
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w~se Greu~ n~ht  ~be~.J~reiten, so ~eb~ es nut einzelne W e ~ -  
s~steme die~w~ Ve~l~misse, f~r welehe die v i . . .  ~,_~ so bes~imm~ 
werden k~anen~ dass 

ist, Schliessen wit diese Verh'~ltnlsse aus, so wird die GL (1) fin" 

hSchstens soviel verschwindende Wurzeln besitzen, als diesdbe Glei- 
chung, fiir die angegebene k- gliedrige Untergruppe gebildet, Wurzeln 
gleich Null hat. Wenn daher die G1. (1) ffir die r-glledrige Gruppe 
stets mindestens k verschwindende Wurzeln hag so muss die im vorlgen 
Lehrsatz angegebene Untergruppe lauter versehwindende Wurzeln 
haben, oder: 

Yerschwinden flit eine r-gliedr;ge Grulalae die Eunctionen ~p~_, (~)... 
et-,+~(~) i&ntisch, SO gehSrt jede Transformation einer k-g~iedrigen 
UntergruFpe yore l~ange iVull an. 

Wit nehmen wieder an, die Funetionen $*-*(9) . . "  ~-~+*(~) 
verschw~nden identisch; wit wRhlen X r f  wieder ganz beliebig, Xl f . . .  
X,_~f wieder in der oben angegebenen Weise, abec X ~- I . . .  X~-st-x 
in der k-gliedrigen Untergruppe nach den Festsetztmgen des vorigen 
Paragraphen derartig, dass ist: 

(X,X~-I)  = a~X~_~f, (X,X~,,) =- a~X~_~f . . . 
(X,X, . .~,)  = a,_~X,~_~+,, (X,X,_~.~) = o. 

Hier kSnnen die a ~ . . .  as.~ alle oder zum Theil versehwinden; 
zngleich i~ Xr_~+,f mit allen Transformationen dec Untergruppe ver- 
tauschbar. Wir wollen zeigen, dass wofecn nicht alle Transformationen 
dieser Untecgruppe mit einander vertausehbar sind, sicherlieh derselben 
eine Transformation angehSrt, welehe mit allen Transformationen der 
r.gliedrigea Gruppe vertauschbar ist. Man kann diesen Beweis unter 
Zugrundelegung dec obigen Gleichtmgen 

( X, X~) ~ Z e,,: X: f 

und mit Benutzung der Gleichung (3) tiefecn. Einfaeher ist es, die 
i m w  8 angegebene speeielle Form der Gleiehungen ffir (X~X~) zu 
benutzen. Es genfige, den Beweis unter tier Annahme durehzufahren, 
dass die r -  J~: nicht verschwindenden Wurzeln sTmnmtlieh ungleich 
sind. Diese seiea col . . .  ~_~; d ~ n  kann man setzen: 

(X.X,) = ~, X,f . . . (X.X._~) = ~,._~X~_~f. 

Eiae unm ittelbaze Folge aus (3) ist dana: 

(X,_~+~.,L) = ~,!~'~ X,,f 



7~aeam~ensetzeeg yen Tr-~n~fortaatiea~n~ IL 9 

Die Jacobi'sehe l~lation ffir (r, r - - k  "t" 2, **) liefer~: 

woraus sieh die Folgexungen ergeben: 

WRre a~-~ ~=~ O, so kSnnte man auf dieselbo Wei~ folgern: 

und so fort. 
Somit erhatten wir folgenden ~atz: 

Wean a/e Coeff~mtea ~,._,(~), V~_~(,~)... ~,.~+,(,~) /d~-U~ 
versd~wi~len und wean dann l~ine Tran~forma2ion do" Grul~  mit 
allen ihrea Tra~sfornu~tionen verlausehbar "h'~) so m ~  auck die 
s~immtlicl~ Unterdeterminantea r ~ k "F t~*" Grades dev Deter~nante 
17,,! identisch versehwindm,. Jedv Transformation getffirt also einer 
k-gliedrigen Untergrulr[~ an, derea Transformaliotum mit eina)uter vvr- 
ta, uschbar si~d. 

w 1t. 

S y s ~ n e  yon 91eichungen. 

Wir nehmen jetzt an~ die Functionen ~ - ~ 0 / ) .  - .  ~,~t+~(~) ver- 
sehw'~nden identisch, abet ~__~(~) sei nicht f~r jedea Werth der 
gleich Null. Ausserdem sehen wir yon denjenigen Gruppen ab, in 
denen mindestens eine Transformation mit allen andern vertaasehbar 
ist. Dann wissen wir, dass anch alle Uaterdeterminanton r ~ k - {  -1~ 

Grades, abet nicht die yore r - - k  'e~ Grade, der aus den 7/,x "~e~ece ,x  

gebildeten Determinante identiseh versehwiaden. Jet~t soll X , f  eine 
inf. Transformation ganz allgemeiner Art sein. Dana hat die charak2e- 
risfisehe Gleiehtmg fiir ( 0 0 . . .  0 l) k verschwindende und r ~ k nieht- 
versehwindende Wurzelm Wit kSnnen also Xr- l f ,  . . .  Xr-z+1f so 
w~hlen, dass dieselben mit X~f vertausehbar sind. Bezeichne~ man 
mit " o - - "  ~ ,  ~6o"""/$2.  � 9  die Nummeva I . . .  r ~ k ,  so  tassen eieh 
die Ausdrticke ffir (X~XO, (X ,X: )  . . �9 (X~Xr-~) in folgender Wei~ 

darstellen: 

(x ,x , . )  = ~,.x~ + ...,,,,_, x,,_, + - . -  + , , , .~x , . .  

Bilden wit die Jneobi'seho t~lation far (r,e,a,),(r,e, ctO...(nQ,~,), 
wo ~ eine der Nnmmern r - -  1 , . . .  r ~ k 2r 1 ~ ,  m~d nehmen wi_r 
zan~hst  an, da~ keine Wurzel ~# gleich ~aa sei, so foIgf, due s~eh 
( X e X O . . .  (XeX,_z) in der dureh die vorstehendea Gleielm~ea be- 
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zeichneten Art darstellem lasses, wofern nur (lie ~o und e~ ge'~nder~ 
werden. F~ ist ~ :  

( x , , : Q )  = , , :  x , . ,  (x~, x .3  = ~,.:'x., + ~:,~.X.o,... 
(xex,~)= ~:x..  + <~_ ,  x.._, + . . .  + ~:.~ x j .  

Somit gehSrt die Transformation X~f einer ebenen k-fach aus- 
gedelmten Maaaigfattigkeit an, in deren Bildraum alle dureh dell 
BiIdImnkt dieuer 2h'ansformation gehenden Geraden zweigliedrlge Untero 
graptma abbildea, und ffir alle diese zweigliedrigea Un~ergruppen, 
wofera ihre Tmasformationen nicht vertausehbar sind, isr X ~ f  da~ 
Hauptelemen~ Beachten wir, dass der Rang t der Gruppe hSchstens 
gleich k ist and dass X~ fmit  Transformationen der Reihe X i f . . .  X~-kf 
vexiausehhar sein kann, so gelangen wir zu dem Satze: 

Jede Tra~."fo~ma~ion, we2vhe fiir eine zweigliedrige Un~grup2e die 
Haulattrar~formation darstdlt, bexitzt d~selbe ~e~.schaft mindestens fiir 
6he (~--1)-fach ausged~nte Manaig/~digkeit yon zweig~iedrigen Unter- 
gruppen. 

Der beim Beweise ausgeschlossene Fall, dass o ,  weiteren Wurzeln 
a~/r gleieh ist, -Tmder~ am Resultate nichts, wean wit Xff,  wie ge- 
schehen) Ms ganz allgemeine Transformation vorausse~zen. ][st dann 
z. B. ~o~ ~ ~)~ ~ r so sotlen fiir eo ~ o~, alle Unterdeterminanten 
r - - 2  ~ Grades yon i ? , ~ , ~ o l - ~ - - l c ~ , - - ~ , ~ t o  t verseJhwinden; es 
muss also aueh i~r Xof  eiae Wur~el exis~ren, ffir welche alle Unter- 
determinanten r -  2 ~.~ Grades verschwindea. Nun miisste wegen der 
Jacobi'sehen Relation (r ~ ao) sein: 

(X~X~) = a.X,o + a~X,o + ~X~o, 

Soil abet j e s t  far Xef die vertangte Bedingung erffill~ sein, so 
ist nothwendig: 

(xr = ~,; x.., (x~ x~) = ~; x~,, (x~X,.o) = o/  X,o . . . .  

Entsprechendes gilt fiir die (X0 X,,) u. s. w. 
Da offenbar die Tran~ormationen X~-~ . . .  X~_~+~ mit einander 

vertauschbar siad, so kSmaen wir einen Satz des w 4 in folgender 
Weise erweitera: 

In d~ Gru~!ae v ~  1hinge l geh~rt jede Transformati~ einer 
( l -- l ~fach ausge~nte~ 2[annig/altig "kei~ an) dere~ Transforn, ab;onen 
siimmttivh )nit einande~ ve r ta~bar  sind, wofer~ nivht else Trans- 
f o r m a ~  de)" Grup,pe raft, aY~  ihrm T r a ~ f ~  vertaus~,~, i.~t. 

Beihiafig mac.hem wit noch aaf folgendea Salz aufmerl~am: 
Wean 6~ Transformatinn das t I a ~ . v n t  ein~ zweigliedrigev) 

U)~r~ ~, so ge, N ~  ~ 6, t~ uus ~ l-}- 1 Giiedera ge- 
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bi?deten U~A~ryvwtr~ an, flit wdc~.e p ~ 1 ist uad ~oeldle ~ l - _ ~  
UntergruFt~e mit ~atder vertaus~aren Tra~formalio~a exIJU~. Alle 
diejenigen zweiglgedrigen Unteryru~en dieser r.euen GrW~I~ , detea 
Transformation~ nicht vertauschbar si, ut, lazbea div ~ TraNs. 
formation zu ,7~rer eingliedr~gen H a u p t u ~ ~ .  

Die charakteristische Gleichung wax zu dem Zwecke aufgestelit, 
um zu dem gegebenen System ( ~ 1 - . - ~ )  ein System ( ~ . . .  ~) zu 
finden, so dass ist: 

Verschwiaden alle Unterdeterminanten r -  k - l - 1 ~  Grades yon 
7,~ t identisch, so -l~un mau k ~ 1 Sy~ceme ( ~ ' ) . . .  (~l~--~,) finden, 

so dass ist: 

,x)-o (2) 

oder 

(~) . . . . . . . . . . . . . . .  

* i t * I X  t l l  : " ' " "1r r l l  i x r  ~ O ,  

Dann fol~  aus den vorangehenden Entwickelangen unter der ge- 
machten Einschr:s class aueh ist: 

(3) 

o d ~  

(33 
�9 . ~ . , ~ , ~ . ~ . . , . 

Ferner shad in Folge der obigen Entwicklungen mit den Glei- 
chungen (1) und (2) auch die folgenden verbunden: 

Diese FormeLa f ~ e n  uns dazu, ffir l ~> l nicht die eiae Gleiehung 

w- - -  , : - ~  #,~ (,l) + '~ ' - '# ' ,  ('J) . . . .  -4- ~ ,# , , - z@)  - -  o 

der Untersuchung za @reade zu legen, sondem damit, naehdem dutch 
(2) die 01"), (~") �9 "" (~a-1~) bestimmt siud, die weReren: 
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~. _ ~:-1,, (4) + ~:-'*-~(~'3 + .... o, 
�9 . �9 �9 . * . . * . . . .  , . �9 . 

_ ~:-i #,,(~-,)+ ~.-~ (,/,-I,)+ .... o 

zu verbiuden. Nun lehren die Gleichungen (2), dass das System dieser 
Gleichangea in sich abgeschlossen ist: geht man z. B. yon (~') aus, 
~o daft man damit (~), (,(')... (~a-~) in derselben Weise verbinde% 
wie man 0/'), (~")- �9 - (~1(~-i)) mit (~) verbunden" hat. 

Die spgteren Entwicklangen werden die Beziehung der Wurzeln 
dieser Gleiehungen aufs deutlichste hervortreten lassen, ttier genfige 
es~ anf einige Einzetheiten aufmerksam zu machen. Zun~chst ent- 
spricht jeder Wurzel der einen Gleichung eine ganz bestimmte Wurzel 
in jeder andern. Es gehSrt eben zu jeder yon Null verschiedenen 
Warzel co der ersten Gleichung nach (1) ein System (~); dies in (4) 
eingesetzt, liefert die entsprechenden Wu~zelu e d . . .  co(~-1). 

Ist co~ eine z + t-lathe Wurzel der ersten Gleichung, und ver- 
schwlnden nicht alte Unterdeterminanten r - -  1 u~ Grades von l7 , ~--6,,a~ !, 
so muss auch jede der entsprechenden Wurzeln mindestens eine g-i-1- 
fache Wurzel ihrer Gleichung sein. ScMiesst man f/it (~)~ (~') . . .  be- 
sondere Lagen aus~ so gilt der Satz ganz allgemein. 

Bilden eo~, ~ . . .  co~ ~ )  eine Reihe entsprechender Wurzela der 
l Gleiehungen: 

o"  - -  0 : - ~ , ,  h (~) + . . . .  O, 

~ -  - -  o ~ - , ~ ( ~ ' )  + . . . .  0 ,  
. . . . .  . . ~ . �9 . 

o r  - -  o - - , # , ,  ( , f ~ , ) )  + . . . .  O,  

so bilde man (~') als honlogene lineare Function der (~)~ (7/')... ( r~ ' t ) ,  
indem man setzt: 

,t--, ~ Vo'~, + P, ~," + " " �9 + P , - ~  ~ : ' - ' h  

Bezeichnet man nun mit ~ die ta~ entspreehende Wurzel der Glei- 
chung 

-- ~'V, (Y) + .... O, 
. (v-~} 

so ist dieselbe aus den co~ ca'.., to, in derselben Weise gebildet, 
wie ~2~ aus ~,, ~ , ' . . .  ~/o-~, so dass ist: 

, ~ ~ ( b - - 1 )  

Es fo l~  dies unmittelbar daraus, class mlt den Gleiehungen: 

( X , X , , )  = o ~ X , f ,  (X, ._~X, , )  ~ ~ d X ~ f  . . .  (X,._~+~X,,) ~-,,,~- ( '-~ X ~ f  

auch die Gleichung: 

(~oX,. + &  X,._~ + � 9  + p,_~ X._~.,, X.) 

= (_~0o,, + p,,,, , ," + - - �9 + ~ , _ ~ - ' ) x o :  
verbunden ist. 
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Endlich bea~hte man,  class die Verhgltaisse der ~1, ~;:, �9 �9 - ~ ,  
welehe dcr Ghichung (1) genagen, sich rational vermit te~ ~ . . .  ~ 
und co ausdr~cken lassen. Man erhglt (a~esehen yon speciellen Lagen) 
Verhgltnisse yon Functionea r -  1 ~ Grades yon ~ ,  in deaen die 
Coef6cienten der einzehaen Potenzen homogene Fanctionen der *h.-.~r 
sin& Diese Verhgltnisse ~mdern sich abet nicht, wenn man z. B. 
mit d und zugleich (~) mit (7') vertauscht~ 

Im folgenden wird es sich bald mehr empfehlen~ die I einzelaeu 
Gleichungen 

~"  - -  ~ o " - ~  (~) + . . . .  0 ,  

- -  ~ - ~ ( , f )  + . . . .  O, 

- -  ~ ' -~  #,~ ( ~ ) )  + . . . .  0 

zu Grunde zu legen, bald nur die eine Gleichung 
~- - -  ~-~V,  ( ~  + . . . .  0 

mit den unbestimmten Coefficienten P0~ P~ - . . ~ - ~  za u~tersuchen. 

w 12. 

Ausdr~ckung aller Wurzeln du_rch I Rnter ihne~ 

Wir suehen jetzt diejenigen Gruppen zu bestimmeu, wek-he folgen- 
den Bedingungen gen~gen: 

a) es sollen alle Unterdeterminanten r- Z-J c-I t." Grades, aber 
nicht die r- Z L~" Grades yon 17,~i identisch verschwinden; 

b) ffir ein System 71 --- ~r allgemeiaer Lage soll die charakte- 
ristische Gleichung r -- Z unter einander (and yon Null) verschiedene 
Wurzeln haben; 

c) es soll die Zahl p gleich der Zahl r der Glieder sein. 
Es wird aich zeigen, dass die so definirte Zahl I gleieh dem Range 

der Gruppe ist~ 
Indem wir yon den Gruppen abseher,, in denen gewisse Traas- 

formationen mit allen Transformationen der Gruppe vertauschbar sind, 
k5nnen wit die beiden ersten Forderungen kfirzer in folgender Form 
auesprechen: die Gleichung ~f -- ~e'-i ~i + er-~2 ..... 0 hat 
mindestens I verschwindende Wurzdn; sie besitzt aber filr gewissr 
Werthe der Constanten gerade r ~ l yon Null aJad tinter einander 
verschiedene Wurzels. Wit w'~Men jetzt X~f als eine ganz ~llgemeine 
Transformation; X~If... X,.-~If sollen mit ihr vertausckbar sein. 
Dann wissen wir, class auch die letzteren unter einander vertau~hbar 
shad. l/~erner kSnnen wit die X~f, X ~ f . . .  Xr-~f so wrahlen, dau  
filr a f f i = l . . . r - -  l i s t :  
(1) (x,x.) .= ~,~ X J .  



Wie im vc~igen Paragrapheu bewie~en, is~ d a ~  aue~: 

0 3  ( x , _ ~ x , )  = o , : x , , f ,  . . .  ( x . , ~ ,  X,,)  ~= ~ ' - "  X , , f .  

Um d~  verse~ede~en Bem~ehaugen, in denen die Wurzeln der 
charakt~stigehea Gleichaug bier auft~ten,  reaht scharf aus einander 
zu haIten~ woUen w/r die s~mmfliehen Wurzeln, welehe dieselbe ffir 
fegte Werthe yon ~ t ' - - * k  besitzt, als ein Warzelsystem bezeiehnen; 
dagegea sollen solehe War~eLu, wetche nach passeader Wahl yon 
(,/), ( i f ) . . .  (~t-i)) zu deaselben Wer~en yon [~ : ~ : . . .  : ~ ffihrea, 
a]s-eine Reihe en~sprechender Wur~ln oder aueh ats Wurzelreihe be- 
ze/ehne~ werde~; wo kein Miasvers~u~rdss zu bef~rchte~u is~, soil im 
letzteren Falle auch nut yon e i n e r  Warze| gesprochen werden. 

Nun bflde man die Jaeobi'8r Relation f~r ( r ,a~) ,  ( r - - l , u ,  fl) . . .  
und erh~lt die Gteiehungen: 

(.2) **~(~,+ ~ , , -  ~,) .= o, ~ ( , ~ o ' +  ~ / -  ~;)  ---- o . . . ,  
(3) ,,,~(~,,+ =,~) == o, %~(~, ;+  ~ / )  = o . . . .  

Hier bedeuten a~ ~, y . . .  Nummern der Reihe 1 . . .  r ~ I und 
O, a Nummern der Reihe r -- l + 1 . . .  9". Dies llefert den Suez: 

Sind ~ und ~ irgend $wei mg4er den ~ummer~ 1 . . .  ~" -- Z, so 
wird unter den angegebenen ~ledingungen jedes (X~ Xt~), welzhe~ ~iclg 
versc~windgt, enlweA~ dure.h eine einzige der X t f  . . . X , . , f  oder dutch 
einige der X,_,+~[. . .  X~f da~gesteYlt; sog die erstere DarstelM~9 m6g- 
lich sein, so muss die ~/me je ~weier er~'eehender eu X=f und 
X~f  g~m~der  Yurzeln vine neue Wurzel ~ie~er~; die ~wvite Dar- 
stdZung ist m,r m#g~/eh, u ~ n  jede zu X, , f  gel,~ige Wu-rzd ~j~en- 
gvsetzt gldch ist der ottsp'~l~enden as X~f  geh6r~en W~r~t. 

Da aIle (X~X~) . . .  (X~_~vIX~) dutch X ~ f . . .  X,._~]" ausgedrfiekt 
werden, mfissen sich, damit p ~ f isr mindeste-s ~ Ausdr~icke (X, X~) 
fiir a~ ~ ~ 1 . . .  r ~ ~ dutch X~._~+tf... Xe f  darstellen lassen und 
die aus dea z~geh~rigea ~ Coeffieienten c,~ gebildete Determina~ate 
muss yon Null versehieden soin. Diese Ausdrfieke seien 

(x~ x,+,), ( x 2 x ,  ~ )  . . . ( x , x . ) .  
Dana ist: 

Indem wir die bisherige Bezeiehnung ~ r  die Marken beibehalten, 
wonaeh ~, ~, ~ , . . .  Nummern der Re~e I . . .  r ~ l, O, e sole2ae der 
Reihe r ~ Z + t . . . r  sind, setzen wit j e t~  lest, da~ ~,u,2...d,s 
Nummexn der Reihe 1 . . . 2 l  bezeichnen soiten~ und zwar soil die 
Wahl stets so getax~ffen werden, dass (X~X,,) sieh d~reh X, ,_~ I f . . .X , f  
daxsteli~,~ also aueh re, + ~o.-~-0 ist~ Endlieh soil v eine der Marken 
0 . . .  ~ -- 1 bezeichnen. 
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Dann muss sein: 

(4) (X,:X,,) ~= e,X~ 4- e:X,,.., +--- + e,"-~X,-,+zf; 
undes ist offenbar: 

(5) ~:) + ~: )  .ffi o. 

Die aus den Coefficieaten ~'~ gebildete Determinante muss yon 
Null verschieden sein. 

Indem wit diese Bezeichnung benutzen, bilden wit die Jacobi'sche 
Relation ffir (~, ,'~ a) und erhalten: 

(6) e, ~,o + e," ~,; + . . .  + g -'~ %'-'~ ~ - - , ~ .  (c,,., ~.....,- c.-,,,. c,~). 

Wenn die liake SeRe dieser Gleichuog nieht ver~chwiudet, 
muss zum mindesten eines der 2 ( r ~ l )  Producte 

yon Null verschieden sein. Somit muss in diesem Falle entweder 
ra~) -~- ~o~) oder co~) - -  e~') eine Wurzel sein oder sowohl a~ta*~ -{.- e~,'~ 

als ~o~')-  ~"). I)as giebt den Sa.tz: 

Is~ a due van ~ ~ d  ( versch/edene Za/d der ~ 1 . . .  r -  1, 
d~-:) .(~--z) 

Addition oder Subtractw~ va~ e~,) zu ~ oder dv.rch beide O t ~ a ~ e n  

eine ~eue _P,,eit~ enks~echera~ Wurseln. 
Wir gehen jetzt yon einer Wurzelreihe aus, fflr welche die llnke 

Seite yon (6) nicht ver~hwindet und suchen alle weitern Wurzeln, zu 
denen man durch Addition und Subtraction von eo~")gelangt. Die 
entsprechenden Marken bezeichnen wit mit no, ~ j . . .  a,  uud ordnen 
dieselben in der Weise, dass ist: 

,~,,, ~ ~ + co,, ea~ ~ ~ + 2 ~ ,  - - .  ~,;,,, . -  ~'.. + ~ ~, .  

Bilden wir jetzt die Gleichtmg (6) f'dr a o, so wird nor alas crate 
Product vorkommen, and zwar fdr e •= ~:;  dieselbe Gleichung ffir ~, 
angewandt erfordert, dass im ersten Product �9 ,,ffi ~ ,  im zweiten �9 -~ ao 
gesetzt wird u. s. w. Wird endlich e~ flit ~ geset~t, so hat ma~ im 
zweiten Product ~ ~--- ~ - ~  za setzen. Addirt man alle diese Gleichtmgen, 
so verschwindet die rechte Seite u n d e s  ergiebt sich das Resultat: 

e.(~',~,~ + ~,~.) + e:~(~,,,'o+,,,,,,) + " -  + ~I '-~ (2~,~-'+ ~ , ~ " )  - -  o, 
wo ~ eine ga.nze positive Zahl ist. Hierin kann man a o durch 
aj, ~ . . .  ~ ersetzen, wenn man nur ~ dutch ~r - -  2, x - -  4, . . . ,  - -  
ersetzt. Somit schliessen wit:  

/ s t  
( X , ~ . )  ~= e , X , f  + e , 'X ,_ , f  + - . . + e 2 - "  X,..,+~f, 



0rdn(~, dass d/e G / e k ~  ~ :  
b.,-1 

(7) ~ = , -  o. ~o ..,,. + a,,,=~9 = 0 
0 

F ~  muss, ~erm ~ e i~  game Z a ~  ist, wdd~  ~ 0 uml 

Den letzten Theft dieses Satzes kSnnen wit, wie die vorstehende 
Entwicklung Iehrt, noch in foigender Weise erweitern: Wenn ffir 
ein ganzzahliges b, welches das entgegengesetzte Vorzeichen yon a=, 
hat) co= + l~ ,  eine Wurzel ist, sO wird fSr ~-a t- r  auch 
~= + r eine Wurzel da~teUen; zugleich werden aber auch ffir jedes 
zwischen 0 trod b gelegene b und ffir jedes zwischen 0 und r gelegene 
e sowohl o= + b~, wie a)= + eta, Wurzela sein. 

Der bei der Entwieklung ausgeschlossene Fall, dass die linke Seite 
yon (6) verschwindet, ist im Resultate ebenfalls enthaiten, da atsdann 
a= •ffi 0 ist. Wenn dieser Fall eintrltt und zugleieh mit o~') und ~ )  
auch ~)~).nt-ao~') eine Wurzet ist, so muss es auch ( ~ ) ~  ato~), sowie 
o~) "4-b~ ") sein, wenn b zwischen 0 und a liegt. 

In der GIeichung (7) kann man aueh ~ ~ ~ w~hlen, wenn man 
a .  ~ -- 2 setzt. 

Wit fithren folgende Abkftrzungen ein: 

(8) . ~  r  ,~'~ = - ~ E,, . ~  ~.) ~,~)= - ~ ~ . . . . ,  

2.E. 

Daun folgt aus (7): 

(9) ~ ~,,) ,0~-) = a . .  ~, .  

Da die Determinante der e,(') nieht verschwinde~, so lassen sich 
Coefficienten g,, so bestimmen, dass ist: 

00) o~')= a,,,.E,~') + ~,.=. ~v, + "  ""  + - . , ~ , v ,  . 

Hier daft man a auch ~- 1 . . .  1 setze% wobei die g,e) sich nicht 
~mdern, so dass sich ergiebt: 

+ a,,5,< +" "+ 
t o,~') = a .  Et gt (') + aa E~g2 (') + . . .  + aa E, g,(') . 
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Wenn jest  die De~ermia~nte i a:" ' '  " " " 7~i nicht vers~wir ~ 

|aa o~ . . .  a~| 
so l ~ e n  siah rationale ~ e n  ~ 1 . . .  ~ so ~aden, daas is~ 

~ = ~ , ~ a , , + h ~ a ~ + . . . + ~ a ~ ,  far ~ 1 . . . ~ .  

D~nn ergiebt slch sus den Gleichungen (10) and (lff): 

(It) led ~/~aco,' + h~e 2' + . - -  + h, ao;, 
1 

Diese Entwieklung ~'fihrt auf de,, far die Zusammensetzung der 
Gruppen fundamentalen Sa~: 

Unter den a~gegebemm Bedingunge~, dass p ~ r ist u~ul dass die 
r Gtvid~ung t verschwlndende and r ~ 1 v ~  d~ander 
und van Nu~ verscMedene Wurzel~ l~at, la~sen sich die ~ramaivAen 
r ~ 1 nieM versdiwi,de~Men Wurseln als Iineare },omogo~ ~'umglon~ 
yon I unto" i]~nen darstvllen; die Coeff ide~n $i~M rationale ZedJ~a u~ l  
~indern sich nidd, wenn man zu irg~nd eimm am~ern V~%rxe~slvm 
iiberge]d. 

Beil'~ufig folgt aus diesem Satze, dass I wirklich den Rang der 
Gruppe darstellt, wofern ~or die aus den F Wurzeln e, ('~ gebilde~e 
Determinante nicht verschwindet, Da n~mlich alle Wurzeln dutch 
I ausgedrfickt werden and dutch keine geringere Zahl, so gilt dasselbe 
you den Fmactionen ~ (7), ~ 0 5 ) - - -  ~Pr-~(~)- Das Verschwinden der 
genannfe.n Determinante verlangt aber, dass die ~ Gruppe eine mta- 
gezeichnete Untergrappe besitzt, welcher Fall ausgeachlossen ia~ 

Beim Beweise ist der Fall ausgeschtossen, dass die aus de~ a,, 
far ,, ~ == I . . .  l gebildete Determinante gleich Null i~L Der folgende 
Paragraph wird uns aber zeigen, dass die im frfiheren Lehrsatz (GI. {7)) 
ffir a,~ gefundeaen Beziehungen diesen Fall nicht gestatten. 

H~itten wit noch den Fall ausschliessen wollen, dass die aus den 
WurzeIa ~.(') ffir ~ ~= 1 . . .  l ,  v == 0 . . .  l -- 1 gebiMe~ Determiaante 
gleich Null ist, so hittten wir den Beweis des vorangehenden Leh_~_~__e~ 
einfacher gestalten kSnnez/. Wit hieltea es aber filr wiehtig, eiaen 
Beweis mitzatheilen, welcher diesen Fall mitamfasst~ 

~ 8 ~ m ~ . b e  Aualem, X ~ I I L  2 



w 13. 
~tgor~Im2~r des ars  de, a.~ gobildeter Systems. 

Wit  sehea in den zau~chst fo}genden Paragr~phen yon dem 
Sehlusar~ultat des vorigen Paragraphen ganz ab und ber~eksichtigen 
aar die Gleichung (7) 

O) 2 (e,~,~ + ~: ~,o' + . . .  + d  '-~',~'~) 
+ ~,,,(e, ~, + e;" ~,: + . . .  + d~-'~ ,~ ~-'~) ~ o 

wenn auch die Marke a nut auf di~ Nummem I , . .  g beschr~ukt wird. 
Hier tritt ein System yon /~ Coefficienten a, ,  auf~ wenn die Marken 
~, x die Reihe 1 . . . l  durchlaufen. Dabei ist all~-a22 . . . . .  a ~ - - - 2 .  
Die ~brigen kSnnen keineswegs beliebig gew~hlt werden, da der der 
Formel (7) w 12 beigegebene Lehrsatz auf Wurzeln 

ffthrt und deren Zahl unendlich gross wird, wenn nich~ zwischen den 
a~, bestimmte Be',~iehungen bestehen. Wir wotlen nut die~enigen 
Wurzel~ berttcksichtigen, welche aach diesem Lehrsatz aus einer vor- 
liegenden auf einem ganz hestimmten Wege erhalten werden. 

E s s e i  also m, ~l -~- �9 �9 " -~ m , ~  eine beliebige Wurzel, wo die 
m l . . .  m~ gauze Zahlea mit Einschluss yon Null sind. Man seize 
diese Warzel start ~a in die Gleichung (7) w 12 ein und nehme ~ 
start ~..~ An 8telle der Zaht a,~ ge'langt man dann zu der Zahl: 

- -  9m~ "k ~ a ~  " k  �9 . .  "+" m , a . .  

Somit muss mlt 2~m. ~o mindestens die Wurzel Zm." co. vorhanden 
sei:~ ~ wo 

ist. Auf diese Wurzel weadet man die~elbe Betrachtung an ffir e~, 
wobei die Zahl a~ ist ~- .,~m~a.s, and daher kommt noch mindesteas 
die Wur~el vor: 2~m/'e,, wo ~st 

~ "  == m~'a~ - -  m j  "k r,~'a,~ q - .  �9 �9 "k  m ;  aa .  

Ffir die gefundene Wurzel suche man die Zahl a~ in Bezug auf ~ 
aud sctfliesse auf das Vorhandensein einer Wurzel ~?m~ 'e , ,  u. s. w. 
Nad~dem man so auf eine Wurzel ~ m ~ - ~ e ,  gekommen ist~ sucht man 
ftir sie die dean a~, entsprechende Zahl in Bezug auf ~ und schliesst 
dams auf das Vorhandensein der Wurzel 2~m~, , ,  wo ist: 



~ , x , m ~  vom ~m~n,~.oa~uX~m~ XL 19 

Indem ma~a nut diese htzte Wur~l  b e ~ c h t i g t ,  gdaagt  maa 
z~ dem Satze: 

~ / g  ave ~ a k t e r / ~  G / e / e ~ j  e /~  W ~ s d  2 : ~  ~ t ,  

1 

l 

flit ~ < z ist b,. ~ffig~ b~%.. 
l 

Somit erkeanea wit, da~ alle diejenigea 8ysteme voa Gri~ea 
m,, ~ u. s. w. welche man darch wic<lerho|te Aaweadang der Sub. 
siltation: 

. . . . .  

erh~lt, eine neue Wurzel der eharak~ristisehen G|eiehullg bestimmen. 
Die Substitut/on b,. muss also, beliebig oft wiederhoit, aar eine end~ 
fiche Zahl yon Systemen ,n~ liefern, @der da die Determinante der 
b,x, wie man leicht sieht and untea noch besonders gezeigt werden 
soll, gleich ( - - t )  ~ ist, so muss diese Sabstitutioa nach einer gewi~sea 
Zahl yon Wiederholungen die identisehe Substitution erzeugoa. Die 
nothwendigea und hinreichenden Bedingungea hierfiir hat Herr 
Lipschitz, gestfitzt auf Arbeiten anderer M~thematiker, im 10. Bande 
der Acta mathematica (S. 137ff.) in folgender einfacher Weiss za~m- 
mengefa~t: 

Soil die Substitutioa b,~ nach b~facher Wiederholung in die idents 
Substitution fibergehen, so mv~s die Determlnaate: 

i b z j - - s  bn - . .  b. I 
I b~t b n - s . . .  /~ (z) 

[ " ba bn . . . .  ba ~ S 

nur fflr solehe Werthe yon s, welehe @~ Warzela der ginheit s/rid, 
verschwiaden, and zagleich mffssen ihre sgmmtliehen Elemontartheiler 
yon der ersten Ordnung sein, wo die Ietztere Bedlngang daraaf h/naa~ 
kommt~ da~ der gemeinschaftliehe Theiter der sgmmtliehen par t~en 
Determ~nau(en der ( l - - i )  ~ Ordnmag, darch die Determiv~te dividirg 
gleich einem Braeh wird, de~sen Z~ler  constant und deeeen Nenner 



gieieh eimsm Pt*odu~ aus linearen Funetionen yon s ist t die aIle unter 
einaadar verschiede~ sind. 

Gteichwie die durda die Cod~cionton b,~ flit ~, ~ ~- 1 . . - l  be- 
stimmte Transformation dutch eine endliche Zahl yon Wiederholangen 
anf die identisahe Sabstitafion filhrt, muss auch jede Transformation, 
filr welche die Marken L, ~ attf die Z - -  ~ ersten Zahhn 1 . . .  Z - -  
beschrTmkt wird, bei einer gewissen Zahl yon Wiederholungen auf die 
arsprilngliche Wurzel zu~ckffihren. Endlich daft man natfirlich auch 
die b Iarken 1... g beliebig vertauschen. Demnach kSnnen wir je-tzt 
fol/~enden Satz ausspzechsn: 

Um B e d ~ O e u  d a ~ r  z~  er~d2en, do~s dos ~ s t e m  der Coef- 
ficienten a,,, #u e i ~ r  Grulope f i ihrt ,  b,gde man fuzch der gors~hrift (2) 
die F C-,r6ssen b,,  ~nd aus die.sen umt einer beliebig ver~nderlict~n 
GrSsse s d/e .Determinarde (3); damn muss zunSxhst diese DeCerminard.e 
n u t  ~ der ersten Ordnung besitzen und diese miissen die 

2kTt~ 

Form s -  e ~' haben, wo k und ~ gange Zahlen sind; fermi,  muss 
j e ~  1)e~air~a~te,  welcl~ aus (3) dutch Wegh~sung der le~tzte~ ). (f i ir 

�9 ~ 1 . . .  l ~ 2) Verticalreihen erha]2en wird ,  dense2ben beid2n Be- 
dingu~agen geniigen. Soba~ hieraus eine ~eziehu~g zwischen den Coef- 
ficienten a,, h e r ~  ist ,  miissen auch diejenigen _P~zti~men bestehen, 
~#dc~ man aus d ~  e r ~  dutch bdiehige Permutation der Nummern  
1 .  . . l e v h ~ .  

Sabtrahirt ~man in der Determinante ] b , x -  $~s]  yon der lt% 
( l - -  I ) ~ . . .  2 ~" Horizontalreihe die mit gewissen Factoren multiplicirten 
vorangehenden Reihen und beriicksichtigt die Relationen (2)~ so erhalten 
wir folgende Form der Determinante: 

8 -  1 a ~  a31 - � 9  a n  l 

ares - -  s - -  1 am �9 �9  a~,z 

(4) a ~ s  arts  - -  s - -  I . . .  a~ . 

aus  a~s aa~s . . .  ~ s - -  1 

und multiplicirt Ersetzt man in dieser Determinante s dutch s 

mit 2 ,  so werden die Glieder der Diagonale unge~nder~ bleiben; 
dagegen werden in jeder Horizontal~eihe die Olieder links yon der 
Diagonale den Factor s verlieren und die Glieder rechts yon der- 
selben diesen Factor erhalten. Beilgufig ergiebt sich daraus, dass die 
Determinanto ]b~[ den Werth ( - - l y  ha l  Schreibt man die Deter- 
mimmte (3) oder (4) in der Form: 

(5) (-~)'{~ + ~ - ,  + ~ - ~  + . . .  + ~ _ ~ s +  ~}, 
ao wird jeder Coefficient M ~  ass M~ dadurch erha]ten~ dass man 



jedes in M~ enthaRene a~ dure~ a~ ~ Um z. 1~ den Coal. 
tlcienten M z anzugeben, se t~  mxu feet, dass for jede~ 0 sein soil 

daun i~t: 

M ,  - -  - -  l + ~ a,~,,a,.,, + Z a,,,,a,~,,a,,,, + ~ a , ~ , , a , , u a ~ a ~ ,  

+ "  " " "k- az~. ~ a ~  . . .  au-x,,an. 

Dann wircl M~_~ erhalten, wen~ mau jades a,~ mit aft, vext~us~.bJt; 
demnach ist: 

�9 �9 " + a~,u-i au..l,u-~. �9 �9 a , s a ~ a ~ a u .  

Jedes M~ basteht aus Aggregaten der Form a , , ~ a , ~ , , a ~ , , . . ,  a,~, ,  
wo die vorstehende Bedingung wegeu der G~sse der M~rken ~ - . " e  
nicht mehr erfilllt zu sein br4ueht. Kennt man aUe solehen Aggregate, 
walehe in ~ft vorkommen, so kann man hieraus in der angegebenen 
Waive ~, herleiten. 

Wenn der Au~druck (5) f~r a-f-/~i verschwindet, so muss er 

l gleich Null warden. Demnach ist fflr jede~ ~uch fur ~- ~i ~ -g--+-~ 

nothwendig M~ •= M~_~. Da dasselbe aueh f ~  jades aus weniger 
Nummera gebildete System gilt, so mllssen folgeade Gleichungen be~ 
stehen: 

[a~,~ r ~ a~ ~ ~ r a ~  a ~  

(6) la,~,a,,,a,,... "a 'e- '  . , a , e . = a ; e , ~ a , e _ . . e _ ~ . . . a , . , . a , , , . a . . ?  

I, ax~ a ~ a  m . . .  at-~,,aa ~,~ a~.~-x . . . aaa%~a.z~aa~, 

Wenn amgekehrt diese Gleichungen ffir jade Wahl der Nummern 
~t t,... erffillt sind, so ist aueh jades Me =ffi M,-t. 

Wenn die Gleichung s ~-~- Mis~-~ +... + I ~O eine Warzel 
-[- 1 hat~ so muss dieselbe eine Doppelwur~el sein. Somit mfissen 

fur dieselbe auch alle Un~rdeterminanten ( ~ - - 1 )  ~ Grades yon 
i b,~ ~ ~ s  ~ verschwinden, speciell der {~fficient yon ba ~ s. Diese~ 
stellt abet eine ganz gleich gebildete Determinante day und daher muss 
auch hlerin s =ffi I eine Doppelwarze! sein. Indem man diane Be- 
trachtung fortsetzt, ge l~g t  man sekflieselieh zu dam Res~tat~, da~ 
b ~ t -  S oder ~ t -  s ff~r S ==~ 1 verschwia~et, was nicht alzgeht, 
Somit folgt: 
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Far s - ~  I ~ ~ geaaaaf~ Ddm'minante in { a~ { abet. Folglich 
dad anch die ~ e  nicht verschwiaden, was man auch leicht direct 
aus der Fordenmg herldten ~kann, dass die Zahl der Wur~eln e efiae 
endliche seia mass.* ttieranf woUea wit jedocJa niche n~her eingehen, 
vlelm~r die voratelmnden Entwichduagen dazu benutzen, um bestimmte 
Greaz~a f l i t  die l)etermina~te {a,, ] anzugeben. Da die Function 
st Jr  ~irt st-z "Jr '" "'5 t" 1 nut filr Wurzeln der Einheit verschwindet, 
sO muss ihr Werth ftlr s m 1 zwischen 0 und 2 ~ eingeschlossen sein. 
Somit ist an& die Determinante der a~ zwischen den Werthen Null 
und ( ~ 2 ~  eingeschlossen; der Wezth Null muss, wie bemerkt aus- 
geschlossen werden. Das liefert die S~tze: 

De~ermina~  aus den Coeffwien~" a,~ ~iegt ~wlxc]w~ ( ~ 2 )  ~ 
U~I .N'ull, ung  zwar ka~n sic de~ e r ~ e n  Werth erhal~e~, den ~etzt~en 
abo" ~icht. 

WSta..t ma,a a ~  den Nummer~ 1 . . .  l irgend 0 ( <  ~) Nummer~ 
t t . . .  t e be.He:hi9 aus ~ bil,.let die, . l ) e ~ n ~  der 0 ~ Gr(,sse~ a~a, 
wo ~, ~ die ~ Nummern  t ~ . . .  ~ an~,.d~me~ kSnm~,  so liegt die aus 

s g e ~  /)~r~m:nante zw/~hen (--2)e und 2full, 
, o o b a / ~ / a ~ e  Werth ~ s s e n / ~ .  

Speeiell ergiebt sich hierans ftir 0 ~ 2~ wenn man noch berfick- 
sichtigt~ dass filr gleiche Wurzeln die Unterdeterminanten verschwinden 
mi|~sen: 

Das Produd a,~ a~, ~s~ ~r d/e Wer~ 0, I, 2, 3 er~, u~ 
den Werth N ~  ~ur,  w e ~  sowoh~ a~, air, a,, vo's~hwi~.de~. 

Fiir ein ungemdes ~ kann man (5) auch in der Form schreiben: 

demnach ist diese Form fflr s ~ 1 nothwendig gleich, eiaer, geraden 
Zahl. Somit folgt: 

Nimmt man aus den Zahlen 1 . . .  ~ eine ungerade Zahl 0 yon 
Marken h . . .  '~ heraus, und bildet die Determinante 

a,,~ a ~  . , . a,~, e t 

a.,,,,. . a , , , , . . .a , , ,el , .  . . 
[ 

is~ r  Werth e'me gorade Zahl. 
~en wit yon einer beliebigen Wnrzel ~m,e, aus mad wenden 

darauf die Transformation b~ an~ "so erhalten wir @ verscldedene 
Wurzeln, w e ~  die aftmmttichen Wurzeln der Gleichung ~b~ --  d~s [~O 



~% abet nieht n i e d r ~ e  Wenela &r  ~ t  ~te& ~ e  
hieria nicht eathalteue W u r ~  i~Atrt d ~  ~ O l ~ a t i ~  ~ieder 

@ weitere Wurzeln u. s. w. Da~er ~ de~r Sgtz: 

~ ~ (3) od~ (4) ~ F ~  ~ - - ~  i~t 

w 14. 

I~tntheilm~ der xus den a~, gebfldetea Systmn~ 

Ehe wir weiter gehen, m~sen wir elnige Definit~onen aufs~llea. 
W.~len wir aus den Z Nummern 1... l eine kleinm~ Zahl e sua: 
~l, ~ " "  re, and lassen die beiden Mexken z and ~t yon a~ sieh nex 
~ber ~t, ~ - - - ~ e  erstrecken, so heisst dae dutch diese @~ Coeflleienten 
gebfldete System ein Untersystem Ot~ Ol~tnung. Jedes eolche Uater~ 
system i~brt, wean n~cht aUe seine ~.~serhalb der Dia~om~le steheu- 
den Coefficientea Null sind, ton den Wurzela ~ e~,, . . . ~ w~ zu 
weit~'en Wurzeln~ diese werdea a~s abh~gig yon den ~ g ~ n a m ~  
Wurzeln bezeiehnet. Dagegen eind alle a~dern Wur~ln, welche e ~  
~ j . . .  to~ vermittelst des Systems ~er Ordnung hergeleitet welxlen, 
auabh~gig yon jeaen 20 umt den dureh das Uatersystem abgeleiteten 
Wurzeln. 

Wenn a~ff iO ist, so w~.ssen wit, dass axteh az, .too ~ Nun 
ist es ganz gut mSglieh, dass mehrere ~ n  a~ gle~ch Null werdea, 
ohne dass der CharaX~r des Systems irgend ge~ndert wild. Um zu 
ei~em ~iurchgreifenden Unterse~iede zu gelangen~ steUen wit folgende 
Betraehtung ~a. Wir gehen yon einer beliebigen Marke ~ a ~  and 
suc~hen Mle diejenigen yon L versehiedenen Mazken ' t ,  ~ - . - ,  far 
welche a,,~, a,,,, a~ . . . ,  vo~ Null verscldeden sind. We~m ~, ~,  ~ . . .  
noeh Rieht ~lle ~ Marken 1 . . .  ~ sind, so eucbe man j e s t  a]le yon 
~, , , , ~ . . .  versehiedenen Marken 't~, in-  -. i ~  welche a ~ ,  a , , ~ . . .  
nieht verschwinden; ebenso alle noch nicht gefundenen Marken 
~ ,  ~ . . . ,  i ~  welche a ~ ,  a ~ . . . ,  yon Nell ver~hieden elnd u. e. f. 
Jetzt sind zw~i F'alle m~gl~ch:-entweder gelaagt man dutch Fort- 
se~zung dicer Betraehtu~ zu allen I Markeu oder mare bteibt inner- 
l~Ib einer (dutch ~e zuerst gew~hlte Marke ~ bestimmtea) kleineren 
A_-~__~.!~ L~t das erstere tier Fail, so wird maa dutch dieee Operatio~ 
stets zu alien Markea gelangen, yon welck~ Marke man auch am~geht. 
Demnach ist hierdurch ein wesentlieher Unterschied de~ Systeme be- 
g r e e t :  ein so~es  ~ e /~a~ ,  wen~ die Operation zo ,~en Mu'kea 
fiihrt; im anderen Falle heist ee ~ So i~t dae System 
flinfter ~ u ~ g  zusammengeset~t, wean 
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ist; ebenso ist ein System /~  Ordnung zusammengesetzt, wenn die 
a~,, a~ , . . ,  a~.~l s~mmtlich versehwiaden. Es genfigt, die einfaeben 
Systeme anfzusuehen, mad diese Aufgabe wird durch folgenden Lehr- 
eatz wesentlich erleichtert, dessen Beweis keiner Ausf~brang bedarf: 

Is~ tin System l ~" Ordmurfi ei~fach, so ist u~te~ dessert I Unto'- 
systemot ( l -  l )  ~ Ordnung mi~ulcsl~ens eins ebenfa~ einfach. 

Die angegebene Eintheiluug der aus den a,~ gebfldetett Systeme 
begriindet eine gleiche far die zugehSrigen Wurzeln. Wir gehen yon 
ciner Wu~el ~, aus, suehen alle WurzeIa mle~ -{- �9 �9 . -{- m~e~, far 
welche m, yon Null verschieden ist, und merken uns diejenigen Wurzela 
ta,,, e , , . . . ,  filr welche bei nicht verschwlndendem m, aueh m,,, m,~...  
yon Null verschieden sin& Dieselbe Betrachtung stellen wit jetzt f~tr 
m,,, m , , . . ,  an und fahreu damit fort, bis wir auf diesem Wege nicht 
mehr zu neuen Marken gelangen. Jenachdem das System der a ein- 
fach oder zusammenge~etzt ist, kommen wit hierdurch zu allen 
1 Marken oder bleiben innerhalb einer kleineren Anzah|. 

Zu einer weiteren Eintheilung gelangt man dutch folgende Be- 
trachtung. Es wird sich ira folgeuden zeigen, dass die charakteris~chen 
Eigenschafte, der 25 Wur-eln ~ ,  - -  e l  �9 �9 �9 ~ ,  - -  e~ auch jeder Wurzel 
ml e,  "4- m2 ~ + - �9 �9 -t- m~to, zukommen, wofern die letztere dutch das 
zwischen den ersten Wurzelu bestehende System a, ,  gefordert ist. 
Sobald abet das System der a,~ far  die ersten 2l  Wurzeln gegeben ist 
mad alle dutch dasselbe geforderten weiteren Wurzeln bestimmt sind, 
kann man unmittelbar f~ irgend zwei Wurzeln e~, und o3~ die Coef- 
ficienten a=,=, und a=,~, bestimmen. W~alt man nun irgend l yon 
ein~nder unabhrmgige aus den Wurzeln aus und sucht das zugeh5rige 
System der a,{,~ so sind bei den getroffenen Festsetzungen nut zwei 
Fiille mSglich: a) die Gesammtheit der Wurzeln f'allt in beiden F~len 
zusammen, b) der zweite Fall liefert nut einen Theil der im ersten 
Falle erhaltenen Wurzelu, Der erste Fall erfordert keineswegs, dass 
die Systeme a,~ und a~ identisch werden. So liefer~ die Voraussetzung, 
dass far l ~ 3 bei ungleichen % x jedes a,,, = ~ 1 ist, die Wurzeln: 

+-- ~"  • ~-" • ~ ,  +-- (~,-~-'), --+ (~- , -~ ) ,  +_ ( ~ 3 - ~ ) .  
Setzt man abet 

~ o / . =  co:, t o / =  co~, %" = ,oo - -  ,o3, 
so wird 

ar~ =ffi a s  = a ~  = a ~  ~ - -  1 ,  a,~ = az~ = 0;  

and das zweite System Ffihrt zu den Wurzeln: 

+--~,', +~,', +--~; +_(~1"-~;), ___(~.:- ~;) __+(~,'-~; +~'), 
welche den frfiher angegebenen gleieh sin& In diesem und in ~hnliehen 



F~llen, we die beiden Systeme zU denselbea Wurzeln ft~a~n ~ heissea 
sic ~u/va~.L 

Man kaun dassdbe such auf folgende Weise attsdrilckea. F ~  
das System a,~ gehe man yon den ~Vm-zeln m r . . .  ~, sue, ~ r  ad yon 
~ t ' . - -  ,a,'. Wenn es nun mSglich ist, dutch eine homogene lineare 
Transformation, welehe ~ t - - - ~  in a~t ' . . - r  umwandelt, idle 
Wurze|n des einea Systems in die des audera umzuwandeln, so h e ~  
die Wurzelsysteme uml damit die Systeme a,~ und ad ~quivalent. 

w 15. 

luagal~ allot ~ a ~ l ~ n ,  nicht ~qaival~tau Syst~e. 

Da die zus~mmengese~ten Syz~me yon solb~ in einfae~he zerfallen, 
gen~gt es, nur die einfachea Systeme anzngeben. Auch werden 

wir ~quivaleate Systeme al, idcntisch betrachten land dem~aeh die 
vietleieht nieht unwiehtige Frage naeh der Umgestalttmg eines Systems 
in ein aquivatentes nieht untersuehen~ Zwar wftrde ein tiefere~ Ein- 
gehen auf die i m w  13 kurz entwiekeltc Theorie ohne Zweifel die 
fotgende Unter~uehung wese~itlieh erleiehtern; abet da die folgvnden 
Entwiekluagen, abgesehea yon der zun~ehst vorliegenden Frage, aueh 
ffir e i ~ e  S~t~e der w167 17 und 18 nieht entbehrt werdea kSnnen, so 
wolten wir uns mit den aufgefundenen t~esuttaten begaifgen mad unter- 
~uehen, ob dieselben uns zu allen Systemen hinf~hren. 

Ftir Z == 2 muss, ~mit  das ~ystem einfaeh ist, das Product at2a. n 
elnen tier Werthe 1, 2, 3 lmben. Diese drei F:'al|e sind a~eh sgmmtlieh 
mSglieh, so dass wit den Satz erimlten : 

Tiir t = 2 giebt es drei Byst~e der Coefficienkn a,~, writhe wit 
als I 1  A),  I I  ]3), I I  C) untersclwiden wollen. .~iir I I  A)  "l:~nnr wit 
at2 ~ %t ~ffi ~ i selzen, so dass wit  die Wurzel~ erhaY~: 

.b-'~r I133) ist: ar~ ~ - -  I ,  tht •. - -  2, und die Wurzeln sind: 

4- • +_- (,01- 4- 
_~ar 11 C) ~ a~ ~ - 1, a2j =, - -  3, so dass die Wuruln  t~'- 

2Tw Deternvina, cte (3) oder (4) w I~ l~fert ausfferecta~ irn li'alle 2t): 
+ s + 1, im Falle 1~): s: + I ,  and im Fall, C): s ~ -  s + l;  

diev.2be versch~,det Z,ei .,4) far driae., bei B)  far ~ ' t e  ~ d  bei C) 
far s e d ~  Wurzdn do" .F.inl~. 

Um die einfachen 8ysteme drifter Ordnung zu erhalten, gehea 
wit yon einem der drei einfachen Systeme zweitex Ordnung aus und 
bes6mmen die Coeffieienten a ~  a~, a~,, a~2 so, dass sie dea Ferderungea 



des w 13 ge,dlgen, Diese Iierleihmg Igsst siah aber im wesens 
in dersdben Weise f~r ein belieblges Z durchFdhren~ Wir nehmen also 
j e f~  a ~  w/r w~roa, entspr~.hend dem Falte H A), f ~  die gaht Z - -  1 
zu emem 8~_~enle gelangt, in welchsm f~r % z - ~ - t . . ,  l - - 1  und 

t ~ x jedesmal atx ==, - -  1 ist, und wolhn untersaehen~ welehe Werf.he 

wir den at, and a~ noch beilegen k6nnen. Dann gelten in Folge der 
Gleichungen (6) w 13 die Beziehv.ugen: 

(1) a,~a2,  ~--- a ,  ta,~ 

ffir irgend zwei Marken x, L Unter den ~ ~ l Prodacten akz a~ mSgen 
a gleich Null s e h ,  und wit erinnern damn, dass in jedem solchen 
Produete beide Facf~ren gleich NuU slnd. Alh nicer verschwindenden 
Prcducte hubert in Folge yon ( I )  densetben WerLh, weteher mit  m 
bezeiehnet werden soil. Zugleieh ist a~ == aa und a,z = a~, wofern 
keiner dieser Coefficientes verschwindet. Bezeichne ich die Determinante 
der ~ Coefficienten a mit A, so /st: 

x2 

= .  ~ z -  (z--I) (z-- 1--~)~, + ( z - - ~ -  I) (~--~--2)  ~ 
- - - -  2Z - -  ( z - ~ -  1) (~+  1)~. 

Bei constanten Wer~hen yon I und m wird dio linke Seite ab- 

nehmen, weun a yon 0 bis ~ zunimmt, und dann bei wachsendem 

tz wieder zunehmen. Soll daher die rechte Seite positiv bleiben, so 
muss flirl>8 die Zghl s einen der vier Werthe 0, 1,/--8~ I--2 
annekmea; fiir ~ < 6 sind damit alle ffir t~ mSglichen Werthe ange- 
~m~ben; far ~ ~ 6, 7~ 8 kommen noda die Wer~he a = 2, 1 ~ 3 hinzu. 
A~s~erdem sieht man, dass i~r t~ ~-- 0 oder ~ ~ - -  2 far ~ die beiden 
Werthe I und 2, far die andern Werthe yon tz nur der Werth I 
zul,L~sig isL 

Wiz seheu zu, ob den so gefandenen Coefficienten jedesmal eln 
geschlossenes System yon W'urzeln enkspricht, und oh einige dieser 
Systems gqaivalent sind. 

Nehmen wir zungchst t~ -~- 0~ m ~== 17 so k~nnen auch die hinzu- 
kommenden a~a und a~ gleich -- I genommen werden. Die Wurzeln 
sind et~ e~... to~ to t ~ coz.., to, ~ a~... to~_~ -- to~ (wo die ent- 
gegengesetzt gleichen Wurzeln~ w/e auch im Folgenden nicht mit 
aufgeffihrt sind). Ersetzen wir-e~ dutch e ~ t o z ,  so wird a,'~--~a~,-~---- t~ 

abet Fdr ~<~t  immer: a~; ~-- a ~ . 0 .  Die Annahme: tt -~- I - -  2~ 

m =~ I liefart also ein mit dem vorigen ~quivalentes System. 
Wit  untersuchen jetzt ez ~ 0, m ~ 2~ und zwar zun$chst den 

Fall ,  daas jedes a~, =~ ~ I t as~---~ ~ 2 ist. Zu de~ Wurzeln 



2 ~ , - -  ~ x - - ' ~ .  Die ~ u n g  yea ~, durch 2 ~ , - - o ~  oder 2 ~ - -  m,---mz 
~mdert die a z  und a~  niche; wean maa aber ~4aLtC m~ die W m x d  

somit f'dart die Annahme a =ffi Z - -  "2 wieder maf dieselbeu W ~ .  
Wean fiir a ..= 0 ,  m -.~ 2 jedes a~. ~ - -  2, a.,  ..= - -  1 is% so 

m ~ n  ausser ~ t - - -  to, und ~ , -  ~ noch die Wurr.elu vorhauden 
nein: ~ - -  o .  2to.  - -  to~, o .  d r ~ - -  ~ .  Vertauscht man bier mj 
dutch 2t~x t0~, so wird a'~= " - -  -- ,, --1, a~.ffi- 2, dagegen i~ 

Endlieh gehen wir zu der Atmahme ~ber, dana a ,ffi, I mad damit 

Zu deu darch d ~  Unte~ystem (1-- l y "  Ordauag b~t immtea  W u ~ e l a :  
~ . . .  ~ ,  ~, - -  ~ ,  kommen d ~ a  n ~ h  folgeade hiazu:  

wo t~ and v zwei Nummern der Reihe 1 . . .  l - -  2 bezeichnem Ersotzt 
�9 t �9 �9 

man e ,  dutch ~ . - -  ~ ,  so wird a ~ , . ~ a . t ~ = - - t ,  at, t - - t ~ a t - l , t ~ | t  
dagegen a~  ~ 0. Daher ffihrt die Annahme tr ~= l - -  3 zu einem 
~quivMeuten System. 

Somit siad wir zu dem S~tze gelang~: 
~i i r  jedes I > 3 giebt es mirMestens vA.r ~r verscJ~L.me 

dn fac t~  Systeme der Co~fr%imC, en a,~. I ) iese lb~ "~-ntten itt folgemter 

Weise charaJz~Mr t  werden: 
Im System A) ist jedes attsserlu~ib der Diagonale ~tende a,, #.rich 

1 ; f i ir  i s , v ~= 1 . . .  1 sind die Wur~eln + cog, ~ ( tag--  ta~). 
~ ' i r  das System 13) "~tze m a n ,  wcna l* und  v umgteiche ~..ttm)nera 

der Reihe t . . .  l -  l siaM: 

a~,. = ,  - -  1, aa, == - -  1, a.,a == - -  2. 

D a n n  sind die vorlzommen&~ W u r z d n :  

+__ , , , , . . .+ , , , , ,  + _ ( ~ , , , - o . ) ,  +__(~,,,-~,,), ___ (2 , , ' , -  ',',0, 

Fiir  dos Sys4em C)  seize ma~  a~ , ,=  - -  1, ao, == -- 2 ,  a~..ffi - -  1, 
wenn wieder t t ,  v v e r s c h ~  2Vummern do" lleihe I . . .  1 - -  1 be. 

z e i ~ w n .  D a n n  si)w~ die W u r z d n  

+_+_ ~,, . . .  • ~,, ~_ (a,,,-,~d, --4-_ ( ,~-~ , ) ,  +_('2~-z,) ,  
• ( ~ , , + , , , , -  ~,).  

F ~ r  das ,~..,stem .D) s d ~  tt, v ~ersch/e.de~ .b"ummo~ &~ B e / ~  
1 . . . l - - 2  se/n, ued 

a ~ , = ,  - - 1 ,  a~  ~ i =* a~-ta, ,=, - -  l ~ a m ~= a~, =~ - -  l , av..t.t--at, t.--t--,0. 

Das ~js t em fiihrt zu  d m  Wurz .dn:  



•  ~,,, _.+ d~,,,- ~,,), • (~,#- ~,,-,), • (~'~- ~'b, 

U~ter dea Untersysteme~ ( l - -  1) ~ Ordmow ia  mindesto, s ei~s ent- 
s~ec&~ der F ~  A) gd~a.  

Fi+~ ~ ~ 3 w~rd das ~yaem D) ~ v ~  ~ A). 
D/e . D ~ n / ~ t e  (3) w 13 gieSt fi& A) ausgerechnet: 

s' + ~'-, + ~+-~ + . . .  + s + ] ,  

f~r ~ u ~  c): +-' + t, far 1)): ( s+: )  (s ' -~+l);  ~ ,~e,se~w~nd~ 
a ~  ~ A) f~r (Z+~)~, ~ ~) u ,d  e) f~r ~,., ~ 2)) f+r (:~z -.2),. 
Wuradn der .Ei~it+ 

Indem wir flit l ~= 6, 7, 8 die Vorausseizung a ~ 2 machem und 
die dadurch bedi~gten Wurzeh aufsuchen, erkennen wit, ~a~s die 
Annahme a ~ ~ ~ 4 zu einem ~quivalenten Sys~me f~hrt. Somit~ 
erhalten wit folgenden Satz: 

Fi~r ~ 6 g ~  es ausser den 8ystemen A), B), C), i)) noch ei~ 
System VJE),  welches in fotgev, der Weise gebi~det ist; /~r t,u . . . .  1,2,3 

aa~a~t-~a~+~--a~-O. Dasselbe fiihrt zu fo~geade~ Wurzeln (und 
den ~ g e g c ~ g ~ t  ameba): 

Fib" ~ -~- 7 i~t ein Systo)~ V I I  E )  fiir ~ ~r �9 = 1 . .  �9 4 in foOen. 

a~6==a~- - - l~  aa;-~a~--~-a~-~--a;n==O. Dan~a miisse~ die Wurxe]n 
t, or]coraff~e~: 

+0~. . .%,  ~ - - e = ~  a ~ , ~ o ~  o ~ , ~ % ,  %~a)6~ ~),~o>7, 

~i +" " " + v~ -- ~b -- 2v~ ~ 2%. 

duPch d/e .F~sts~zu~@an: 



Z ~ m ~ x ~  yon T r ~ ~ p p ~  IL 

H ~  " ~  f ~  Wu~,~ ~r:  

e ,  - -  eT - -  e b ,  e . - - { - e x - - e ~ - - d : r  e . . a ~ - a ~ , - - ~ - - ~ ,  

. D ~ / ~ n 2 e  (3) w 13 ~/ef~: ~ Werth f ~  V/ /~ ) :  

f'~r V H  ~ ) : 
(~+~) (s~--s~+ ~), 

f~r g l I I  s  
~ + s  7 - s'~-- s~ --  sa + s + 1; 

d'~2be verM~wi,~ im ers~a TaPe f~r zw61fte, im tweitea fi~r acht- 
zd~te und im ~ fiir ~ e i ~ s t e  W~r~dn der .~inheit. 

Wit wollen jeixt annehmen~ aus ([-- I) ~ CoefficAeaten a~  sea efia 
System in dex dutch (B) bezeichneten Weisa g~bildet, and unter- 
suchen~ welche Werthe wit den Coefficienten a~ und a~x dann beiiegen 
kSn~aen. Wean dann ~ ~ ungleiche Nnmmem det Reihe 1 . . . ~ 2  
bezeichnea, so miiz~n nach (6) w 13 die G]eichaagea beatahen: 

Ein nieht verschwindendes Product a~z az. sei g!eieh m; dann hat 
jedes nicht verschwindende Product denselben Werth. Ferner i~t dana 

2 a,_~,,a,,~_~-~--- oder ~0 s und zugleich ~ - ~  1 oder .~0. 

Bezeichnen wit wieder die Determinante der a mit A, so ist: 

+ 4a~_~,~(aa+.-.+a~,~-~). 

Wenn a angiebt~ wie viele der CoefRcienten a t , . . ,  a~-~ ver- 
schwinden, so hat die linke Seite der vorstehenden Gleichung bei 
nichC-verschwindendem a~j-~ fiir ~a==l den Werth 2 ~ 2 a ,  fox m . - 2  
den Werth 5--~, endlieh bei verschwindendem a r  den Wer~ 
4 -  2 ~ ( 7 - - 2 - - ~ ) .  Das er~.e is~ nut mSglieh ~ ~ a 0 trod ffihr~ 



anj  B); der dr/~e Fall wird hierm~t idenfiseh (denn na~hdem man 

in B) zun~el~ Z rait l ~  I vert~usoht hat, kann man ~ dureh 
~ -  2~,_~ ersetzen). Der zwei~e Fall kann nut flit ~ ~ 4 einen 
posi~iven W e r ~  Ftir d/e recht~ Seite ergeben und hefer~ dann: 

Ebenso liefert die Amaahme, class eiu aus ( l -  I)  z Coefficienten 
b~tehemdes such der Form (3) gebildetes System einem Systeme b~ 
Ordnung angehSren soil, nut far l ~--4 ein neues System 

Wit  ~ t e a l  jetzt den Fall, dass das a-as den e r s~n  (~--1) ~ 
C~effidenten gebildete Untersysiem ~ - -  1 t'. Ordnung die Form D) hat. 
Wenn also f~r t, ~ < l jedes a0~ ,,= ~ 1 ist mit Ausnahme yon 

so muss sein: 
a,~ a~ ~ aa ~ .  

F~r die Determ~nante A ergieb~ sich der Werth: 

( - -  1 ) ~ = = 8 - - 4 a ~  a~ . . . . .  4at._z,~a~,~_~--(l-- l )a~,~_~a~_,z,~ 

- -  ( l - -  l ) a,.~.l a,_,,,-~-4 (a~.~-~.-~ a,,t._,) (a,,-1-..--~- a,-s,z) 
- -  2 ( ~ - -  3) a,.t_~, at - l . , .  

Wieder soil a angeben, wie viele der Coef~cienten a ~ . . .  a,-s,~ 
verschwinden und m soil den Werth eines nicht-verschwindenden 
Produe~es a , ,  art bezeichnen. Wenu at,~_~ und a,,~_~ beide yon Null 
verschieden siad, so ist der Werth der rechten Seite 8 -  4 m - - 4 a m ,  
so da~s a ~--0, m ~  1 sein muss; is~ a,,~-, oder a,,~_~ gteieh Null, 
so ist der Wer~h 8 - - ( l - - 1 ) m ;  ffir a~_~ ~ a~.~_~---0 ist er 
8 - -  4 ( ~ - - 3 ~ a ) m .  Von diesen F'~llen ist der erste bereif~ angegeben; 
der dritte ia~ dami~ "~quivalen~ Der zweite Fall kazm nur ffir 1~6~7,8 
eintreben; wenn dabei a == 0 ist, so kommen wir zu den Formen 
VI E~ VII E und VIII  E. Ein anderer Wer~b yon a fiihr~ abet zu 
keinem neuen System i ersetzt man z, B. in V I E  die to~ dutch ~ e s ~  
so wird a~  ~ a~ ~- a~ ~ 0; nimmt man - -  e l  -{- e~ -~- e~ als e~, 

wird a~ ~ a~  == 0, a~  ~ -  1, woraus d~e hequivalenz leieht ersehen 
wird. Somi~ erhalten wit r S~tze: 

�9 'iir ~-~-4 giebt es ausser den vier angegebenen ~ystemen hock die 
~ei~t fot~m~a: 

I V  ~-~: a ,  ~ --2, a, ,  ~ ~ 1 rai(; Ausnahme yon 

D a ~  gehSre~ die Wu~zeln: 



~ + % -- 2 t ~  -- ~. ~ nL e~ -- ~ -- ~, 2t~ l +~2--2~-- 2~, 

.F~  I V . F )  solten a,, ~ -- 2, a~, ~ .  -- I ~ mit Aumu~me eo~ 
a~, *ffi a,, ~ as. ,ffi a .  f f i . - -  2. D a , ~  ~ man d~ W ~ .  : 

2m~ + to~ -- ~ -- o,, m~ + 2o~ -- oa -- m,, 2m, + 2m~ -- ma -- m,, 

D/e Determ/mamtr (3) w 13 ~/ef~ aus~redmtt: s ' -  s' + 1 trod 
verschwiml~ /~r r Wurzdn d~r .Eimb~. 

3Ii~ Aum~,rae #~r ,~aeme I V  ~ )  u~A I V  F )  hat jedes 8 y s t ~  
~*~ Ordnung~ moferm es eln Untermjstem l - - 1  ~" Ordnuraj yon tier 
Form t 0 ,  C), 1)) ~at, noO, u~Aio a~c~ ein sold~s vo~ aer Form A). 

Die vorangehende Untersuehu.g zeigt, dass flit l -=  3 ams~er den 
Systemea A), B), C) keia weiteres einfaches vorkommau kann, wean 
nicht dessen s~mmtliche Producte a,~ a~ gleich 0 oder 3 sind; maa 
~bersieht abet unmittelbar, class alas fSr ein einfacbes System nieht 
angeht. Somit giebt es aueh f ~  l .~ 4 nut die sechs einfaehen 
Systeme A) bis F), and da die Systeme IV E) und IV F) in keinem 
einfachen Systeme fiinffer Ordmung vorkommen kSnnen, so giebt es 
ffir ~ ~= 5 nut die vier einfachen Systeme A)~ B), C), D), zu denen 
filr l .=. 6 nut noch VI E)hinzutritt. Auch zeigt die Untersuchung 
unmittelbar, dass tilt l ,~ 7 zu den aufgestellten nur dann weitere 
Systeme hinzukomman kSnnen, wenn deren einfache Untersysteme 
sechsfer Ordnang s~mmtlich mit VI E) ~luivalent sind. Dass das 
nicht mSglich ist, kann auf mannigfaltige Weise gezeigt werden. Wir 
theilen einen Beweis mit, welcher sich unmittelbar auf die F'~lle l ~, 8 
und l ~ 9 ilbertr~gt. 

Zu dem Ende vertauschen wir zun~chst in VI E) die Marke I 
mit 7; dann ist a2~ .=~ a~ ~.  a,: ,,~ a~ =~ a~: m -- 1. Wir w~hlen 
start to~ eine von o2... t% unabl~ngige, in w, und ~ symmetrische 
W u r ~ ;  far % -  ~ witd 

f~r e~ - -  ~ wird 

f;-ir -- ~ -- % + to~ + o~ + ~, wird 

a ~  ~ O,  a ~  ~ a ~ ,  •ffi a ~  • ,  - -  1 ,  ae7  ,,ffi, O; 



a27 ffi= a ~  = a,7 == as7 ffi= O, a67 ~-~ - -  1 .  

Nun tegen wir f~r das aus den seehs ersten Marken gebildete 
Untersystem genau die Form VI E) zu Gr~nde und suehen die a ~ ,  a~l. . .  
So zu lmstimmen, dass jedes weitero Untersystem sechster Ordnung 
entweder zusammengese~zt oder mit VI  E) ~quivalen~ isL Lassen wit 
die Marke 6 weg, ~ erkennen w~r, dass yon den friar Produc4en 
a~Ta~l,.., asTa~ entweder zwei oder atle wrsehwinden m~ssen. Indem 
wir abar eine der Marken 5 oder 4 weglassen, erkennen wit  aus der 
mit der Form D) angestellten Untersuchung, dass 1) aTsaa7 oder anal7 
und 2) aT~a6: oder aT~a~7 verschwinden muss. Endlich zeigt die soeben 
vorgenommene VerCaasehung yon 1 mit 7 and yon o 7 mit andern 
Wurzoln, welche Formen naeh Weglassung der Marke 1 (und ent- 
spreehend der Marke 2 und 3) aoch vorkommea kSnnen. W~ihlt man 
a~7,~aTs-.~-- I , so muss a:,7.~aw~O seia, and zugleich a~7~-a27~a~ 
entweder ~ 0 oder ~-  ~ 1 sein; beide F~lle si~d aber auszuschliessen, 
da die Determinante aus allen a , .  alsdann versehwindek W~hlt man 
abet as~ ~ O, a~7 ~ %7 ~ - ~  1, so mfissen erstens zwei tier Coef- 
ficienten a~7, a ~ ,  as7 gleich Null sein und zweitens muss yon je 
zweien, dieser Coefficieaten jedesmal einer verschwiuden, was n~cht 
mSglich ist. Es giebt also ffir t == 7 nut  die aufgestellten Systeme. 

In gleieher Weise kaaa der entspreehende Satz fiir l ~ 8 bewie~ea 
werden. Wir legen ffir das dutch die sieben ersten Marken gegebene 
Untersystem die Form VII  E) zu Grunde. Um zu erkennen, welche 
Formen ~ r  das durch Auslassung der Marke 1 bestimmte Untersystem 
noch mSglieh sLud, vem~uschea wit  in VII  E) die Marke 1 mit 8 ~nd 
wKhten dann ffir ea s alle diejenigen Wurzeln, welche unter Beibehaltung 
der e % . . .  ~ noch mSgtie~ sind mad in denen eo~ und'e% symmetrlsch 
vorkommea. F~ir o s selbst wird a~ s . . . . .  aTs ~ - -  t ,  ffir ~ : - -  o s 
wlrd a~s ~ - -  1, ass ~ -  . .  ~ a~s ~-  0,  fiir e% ~ e% wird 

a~s ~ a ~  ~ a~s ~-  O, a~s ~ a~s -~- 1. a:s ~ - -  I, 

a~a ~= O, aas ~ a~s ~ a~s ~ acs ~ ~ 1 ,  a ~ s  ~ O, 

a~s ~ a.as ~ - -  1, a,s ~= ass __.~ aes _-- O, a~s ~ - -  1, 
fRr - - e s - - O :  - -  ~a + ta~ + o~ + 2e% wird 

a ~ a s , - - ~ O ,  a~s~, . --1,  a~s ~ a~s-----O , a ~ s ~  t ,  

a ~  *~ a~s ~--- a~ s ---~ - -  1 ,  a~s == a~s ~ - -  1 ,  a ~ s  ~ O .  



~ voa ~raastoema~,~pen. IL 

W~hIt man eatsprechend der einen dutch Weghmauag je eiue~ 
der Marken 5 und 6 etdmnuten M~glichkeit a~s==--I ,  a~s-- a ~ - - 0 ,  
so verlangt die durchgei~hrte Aufstellaug, dass, nae3adem aus des vler 
Coefficienten a~s , ~ ,  a~, a4s irgend drei ausgew~t  Bind, jedesmal 
zwei oder einer verschwinden massen; das ist abet mit der durch 
Weglassung der Marke 7 sich ergebenden Forderung unvereiabar, dass 
entweder diese vier GrSssen oder nur hik, hstens eine yon ihnen gleich 
Null sein muss, FSlr aT~ •ffi 0, t~s •ffi ass ffi= -- I mllssen zwei oder 
drei der GrSssen azs ~ a2~, a ~  a4s verschwiuden, was f~r die dutch 
Weglassung je einer der Marken 1,2.3,4 s~ch ergebenden M~glichkeiten 
sicherlich mindestens einmal ein aicht geeignetes Unterwyetem liefert. 

Genau dieselbe Betrachtung gilt tilt l-= 9 trod demnach ergeben 
sich folgende S~tze: 

F~r 1 ~ 3 sind r.ur di~ dxd dnfachea S ~  A),  JB), C) u ~  
i/=r~ i~quiv~k~tm m~gl~; f~r l ~ 5 und l > 8 t ~  nut die Form D) 
l~i~u. .l)agegen ~ m , ~  aY~ e~nfac~ 8 y ~ a e  v i ~  Ordnung au/ 
e~ne tier s e ~  Formen A) his 1,') und die 6 ~ ,  7 ~ und 8 ~ Ordnung 
auf die fiiuf ~ormen A) his E )  hinaus. 

Jcdes einfache System mit Au~ahmr v~n I V  E)  und I V  F)  
m ~ r ~  ein U r , ~ r s y ~  ( l --1)  ~ Ordnung, wdch~ tier Form A) 

Die _~'o~n I l  C), XV.E), IVY?) und V.tlI E )  k.mme~ als 
UrJersysteme in " ~ m  einfadwn Systeme vor. 

w 16. 

Die einfachen Systeme der Coemcienten a und die etnt~chen Gruppen. 

Wir gehen jetzt wieder auf w 12 zurllck, allerdiugs ohne den 
letzten Lehrsatz zu beriicksichtigen. Die Formel (2) d~Ibea 

(1) c~,~(~+~--~y) ~ffi 0, c~,~c,(~.+~) -- 0, 

wo u, ~, ~, Nummeru der Re~e 1 . . . r -  2l~ @eine der Reihe 
r . . .  r -- l ~ 1 darsteUt, giebt elne Relation zwischen den Wurzeln 
an, welche erfiillt seiu muss, wenn (X~ X#) yon Null verachieden ist, 
ohne festzasetzen, dass (X,X~) wirklich, wofern die Bed~'ngung erfatlt 
wird, yon Null verschieden ist. Um dies za erkennen, milasen wir 
die Gleichung (6) w 12 hiazunehmen: 

/.-1 

0 

Unter Anweadung tier Abkiirzung (8) w 12: 

:M~tt~mmtizcb~ Ann~e~ XXXIIL 
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kann man diese Gleichung aueh in der Form schreiben: 

(2") a . ,  ~. ~ffi~/ (e,.~e,.~. - -  e , . . c , , . . ) ' .  

Hier sind ~, u,  {, u', . . .  Nummern der Reihe 1 . . .  2 l  und 
~,-Jr. v,. ==0 ,  (X,X,,) yon Null verschieden 

u 

Jetzt nehmen wir an,  w/r f~o~en zu den "4- ~1 " " �9 -~- ~ nur  die- 
jenigen Wurzeln hinzu~ welche damit wegen der a,~ nothwendig ver- 
bunden sin& Dann wollen wit beweisen, dass sobald ffir jedes v die 
Summe ~o~)u t- ~'~ eine neue Wurzel darstellL (X~Xr~) yon Null ver- 

schieden ist, und dass speciell fSr co~')-[-~o~')~_-0 die Marke a start 

einer der frfiher gew~hlten in die Reihe der L, ~ . . .  eingereiht wet- 
den kann. 

Um diesen Nachweis zu f~/hren, nebmen wir zun~chst an,  a,~ sei 
n e ~ v .  Dana m~ssen mit ~ ~,, ~__ ~ aueh die Wurzeln 

~___ (eo.--eo.), �9 . . -4- (ea,-~a,.eo~) 

vorkommen. Wit  bezeichnen ~, - -  co. mit eo., - -  ~, -~ e~ mit e~'. 
Dann sind nach (2) die c,~a, c,,..,, c,a.., e~, 0 yon Null verschieden. 
Bilden wit die Jacobi'sehe Relation ffir a~ a', ~, so fol~-~ auch, dass 
(X~ X~,) yon Null verscMeden ist und dutch X r . . .  X,~--~_I ausgedrfickt 
werdea ]~ann. In gleicher Weise schliesst man f~ir 

Man kann abet den Beweis auch dadurch ffihren, dass man eine tier 
X ~ . . . X ~  dutch e~ue der~en~gen X ? f  ersetzt, fflr welche ~-~-eo,--eo~ 
und dann == r ~ 2 eo~ �9 . �9 ist. Nun erh~lt man aber atle aus ~, ,  eo~ 
gebitdeten Wurzetn,  welche dutch das System a,~ gefordert werden, 
indem man ffir jede Wurzel e ,  - -  co=. �9 �9 e ,  -~ a,~eo~ die Coefficienten 
a in Bezug auf co, und e= besthnmt, also je eine der Wurzeln co, und 
~offi dutch die Wurzeln c o , -  e o ~ - . ,  co, ~ - a , ~ e =  ersetzt~ Auch die 
weiteren Wurzeln~ in deren Ausdruck drei der ursprfinglieh gegebenen 
Wurzeln e ~ . . .  e~ vorkommen, erh.~lt man aaf  entspreehende Weise 
aus denjenigen Wurzeln, in deren Ausdruek nut  ~, trod eo~ vor- 
kommen. So kann man forffahren. Aueh ist die Annahme,  dass 
a,~ negativ sei, nicht nothwendig, so dass wit zu dem Resaltate 
gelangen: 

~o~ in einer G r u l ~  p --~ r seln und solle~ ~ r  eine Transformati~m 
a~emdner Lage l Wurzeln der c h a r ~ i s c h e n  G~chung vo~ dn- 
a ~ k r  u ~ b h ~ f i ~  u ~  d~ ~ dutch alas ~ d~nselben be- 
~eher.d~ Syste~ a,. gefordert sein, so ko~n~t ~u jeder W~z~d die e ~  



~r~f~J~,a/~ ~ e/.er l . ~ / ~ r / ~  U ~ y ~ ' u ~  aN, , ~  Tram- 

( x .  x . )  ~ ~ X j . . .  ( X . . . ,  X,,) ~ ~,~-'~ X . f  ist; sa, ala ff, r ~ ,, 

so darge~2lt ~a,'rden, dass we~igste~ einer der C ~ e f f ~  ~ n  2fidl 
verscMeden ist. 

detzt setzen wit fest, dass das System der a , ,  einfacla sein soil 
Gehen wir dann yon irgend einer Marke ~ aus und suehen alle 
Marken h,  far welche a., van Null verschieden ist, uad dana zu h 
die Maxkea ,~ ,  f'tir welehe a,,,~ yon Nail verschieden i~ ,  so kommen 
wir dureh Fortsetzung dleses Verfahrens zu allen Marken 1 . . .  L 
Nun wissen wir, class jede Marke ~ aueh an Stelle eiaes ~ genommen 
werden kann. Suehen wir aber alle Wurzeln ~o,,,, welehe za belisbig 
gew~hlten ea~ addirt eine neue Wnrzel ergeben und fahren damit fort~ 
so gelangen wit nisht nut zu allen Marken ! � 9  l, sondsrn aueh zu 
allen Wurzeln. Wegen der im letzten Lehrsatze augegebenen Eigen- 
seh~t kSnnen wit jetzt aueh yon einem beliebigea X~ at~sgehsn and 
diejenigen X~,f suchen, flit welehe (X~X~,)~O ist, dann zu den 
gefundsnen X~,f dis X~,,f suehen~ far welche dieselbe Fordemng er- 
ffdft ist mad damit fortfahrsn; dann gelangen wir nieht nut zu allen 
X l f . . .  X,._~f~ sondern aush zu mehr ala 1 linearen Funetionen yon 
X~ f . . .  X~_~_~ f ,  yon denen lunter sinander unabh'Zmgig sin& Daxaas 
folgt, dass dis Gruppe keins invariante Untergruppe besitzt. Alle 
inf. Transformationen der Gruppe zerfallen nSanlieh in drsi Classen: 
a) g ~ z  altgemeine Tnmsformationen, b) dis Haupttransformaia'onen 
yon zweigliedrigen Uatergruppen~ denen ganz altgemeine Transfor- 
mationen angehSren, e) solehe, welehe sine Mitl~l~etlang einnehmen. 
Als Repr~sentanten einer der ersteren kSanen wit X, f  w~ihlen; soft 
diese in einer invariauten Untergrappe vorkommen~ so hat die vor- 
stehende Be t r aeh~g  ergeben, da~ derselben alle Tra~formationea 
dsr Grappe angehSren mfissen. Ebensoweaig kaun eine Tranafor. 
mation der zweiten Classe, als dsren Repr~sentanten wit eine X~,/ 
w~hlen kSnnen, einer invarianten Untergmppe angehSrem Stellen 
wir aber eine inf. Transformation der drittea Art mit allen r Trunn. 
formationen X~ f . . .  X~.f dareh die Operation (XeX,) ztmammen~ so 
gelangen wir zun~hs~ sieher za solchen yon ei~faeherem Atu~raek, 
his wit dur~h Fortsetzung zn e'mer X~ f . . .  Xr-~f gelangen~ ~o dass 
auch dieser Fall nieht mSglieh i~. Somit ergiebt sieh folgender ~ t ~ ,  

$* 
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W e ~  in de~ c h a r ~ i s c ~  Gkichu~g l pirur~dn l.~t6~big sind 
umZ a ~  a ~  e ~  Fore dcf ~ s r  jcncn b e s ~  C o e f ~  
a,. sire1, uml wcr~ dan~ gas System d i ~ r  Coeff~.ien~ einfach ~ ,  
so ist such die ~ugeh6rige Grv4r~ se~st nothwendig einfach. 

Bcil~fig eriCh_hen wit aoeh folgendes Resaitat, anf welches wir 
erst im folgenden Theite n~her eingehen werden: 

Werm man fi~r eine Gru~e nut d~enigen Wur~dn ~Zi~st, wdche 
dutch ein z u s a m m e n g ~  System yon C o e f f i r  a,. gefordert 
werdva, so besteht die G-ru,t~ aus mehreren invarianten Untergruly)en; 
abet die Trar,.q'armationen, vga denen je eine. Untergru2pe gebildet 
wird, sind nicht vertauschbar, sondern gel~rre~ einer eiqafachen Grulrpe an. 

Wenn umgekehrt eine Gruppe einfach ist, so kann man unter 
den Wurzeln der zngeh5rigen charakteris~isehen Gleiehung immer I so 
w~hlen ~ dass da~ zugehSrige System der a , ,  einfaeh ist. Wenn n~anlich 
des System zusammeagesetx~ ist und dutch die Marken h . - - ~ e  ein 
darin enthalteaes einfaches Theflsyst~a besfimmt wird, wo 0 such 
gleieh 1 sein kann, so bestimmen die 20 Marken h . .  �9 re, h'  . -  - be" 
unter der Bedingu_ug to,, -]- to,,, ~- 0 . . .  to, e -~- ~,~ ~ 0 eine Uater- 

gruppe. Diese wird invariant sein, wean nicht mindestens eine 
in dieser Untergruppe eathaltene inf. Transformation X a f  mit einer 
derselben nieht angeh5rigen Transformation Xr f dutch die Operation 
(X~X~) verbanden, zu cinem yon Nail verschiedenen Ausdruek fiihrt. 
Dana wird m~ -~- ea~ ffir jedes v zu einer neuen Wurzel fiihren. Dem- 
nach kann der entsprecheade Coefficient a~t~ nut dann gleich Null 
sein, wenn die Wurzeln ea~ -t- a eo~ und ea~ --  a to~ fiir ein ganzzahliges 

vorkommen. Ersetzt man dann toe dutch eo~ -{- ato~, so wird der 
zugehSrige Coefficient a~:~ yon Null versehieden sein. Sollte nun die 
Maxke a nicht zu den Marken ~l . .  �9 ~e gehSrea, so kann man nach 
den Untersuchungen des vorigen Paragraphen die Marke a mit Q - -  I 
andern dem Systeme (~l---Lr angehSrigen Marken so verbinden~ dass 
des neue System cinfach bleibt~ Piigt man die auf die angegebene 
Weise bestimmte Marke "/~ hinzu~ so ist des Untersystem 0 TM Ordnung 
dutch ein einfaches System ersetzt, dessen Ordnung mindestens ~-~- 1 
be t r~ t ,  huf  diesem Wege muss man zu einer Wahl der l Wurzeln 
gelaageu~ fiir welche da~ System der a,~ einfaeh ist. 

Wean es abet nieht mSglich ist, dutch l~assende Wahl der l ersten 
Wurzela alle audern als Folge der zwisehen jenen bestehenden CoeflL 
cienten a,~ zu erweisen, so muss die Gruppe eine invariante Unter- 
gruppe beaitzen. Werden n~mlich mit ~, u . . .  Maxken bezeichnet, 
welche dean einfachen Systeme angehSren, w~hrend a~ f l . . .  demselben 
nicht augehSren, so filhrt~ wie die Gl. (2) lehrt, jedes (X,X~), wo- 
fern es yon Nail verachieden i~t, auf eine ausserhalb des Systems vor- 
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hande~e M=~ke- Diese le~teveu (u~ml~eh die ~ k e n  ~, ~ . . . )  
a ~  ei~e invarhnte Uatergrappe best+anmea, weaa nieht eln (X~X~) 
~af ei~ X~f f~h~ ~ ~ber e~a C ~ f i i ~ t  ~ ,  ~ou Null ~r-  
sel~ede~ ist, b~de ma~ die Jacobr~e  R e ~ t ~  fl~r (~$,'), ~ 
d~eser folgt, da~ entweder (X~X~.) oder (X~Xf) yon Nv~I ver -  

schieden i~t~ Somit muss mindeste~us e~ue der Markeu ~ oder ~$ dem 
System der ~, z . . .  angehSre~. 

Da~ mehffache Wurzetn am 8eweise nichts l~ndern, zeigen Unte~ 
suchungen, wie sic 2hnlich in w 8 f~r ~ =I 1 augestellt sind. WoUte 
man n~mlic~ annehmen, dass die er~ten, den mehrfachen entgegeu* 
gesetzt gleiehen Wurzeln ent~prechenden Trs~sformsfionen durah 
X~f . . .  X,,..~+~f ausgedr~ck~ werden, so zeigt ~ n  auf dem dort vor- 
g.+~ehneten We@, class die weiteren zu die~en Wuvzeh~ ~eh~rigea 
Tran~ormat~onen zu einer inv~an~a  Unter~uppe ~ r e ~ .  Der F~ll 
aber, class die ersten zu ent~egengese~ gleichen Wurzela geh~rigea 
Tvansforma~onen vertausehbax sind, die s p u r n  abet aleht, wird in 
derselben Weise wie a~n Se~lasse yon ~ 8 erledi~*) 

Darans folgt tier Satz: 
Au~ d~ Wurzdn, we/,che d~e c)~ra'~r~"~3w G ~  flit cine 

~infac~ C~'u~ ~a~, wofen~ man ~i~ ~ , w  ~ a , ~ o v ~  

ist u ~  d ~  a ~  a ~  Wu~zdn ~lurch ~r C~efS~Zen gaford~rt 
werd~. 

w 17. 

Die ehtfachen Syste~e  yon all~meinem C]tarak~r. 

Der vorige Paragraph hat gezeigt, dass w/r, um zu a l ~  e/n- 
fachel~ {}rappen zu ge]angen, yon den ein~chen Systemen der Coeffi- 
cienten a ausgehen mf~en, und da~, wen~ zu einem solchen System 
eh2e Grupl~ gehSrt, dieselbe no~hwendig einfach ist~ Es ertibrig~ 
also nut der Nachwe~s, da~ zu jedem einfachen Syx~em eine Gruplm 
gehSrt, Dieser Nachweis ist nicbt schwer zu ffibxen: nachdem das 
System der a aufgestellt ist, bitdet man die s~mmtlichen J~cobi'schen 
Relationen, welche nicht identisch ve~hwinden, and leitet da~u~ die 

*) Da~ muu ioh jedor bemexkeu~ dasa sieh an tier betre~e~ca 8teUc 
(d~ese ~ l e a  ~ .  s,, S. +=s4) eia Versehea ei~geso~ichea ha~, mdem ,t~tt Xr..t 
~ehen muse X~. Wean nx~n ~ ke~ae W=zel ~t, ~o ~enaSr die ~ e ~ b e a e  
ReLate; /m audem Falle bride ma~a f~r ~y ~,~ ~ e  nc~b d~ Ja~ohi'~e 
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C<w~fieienten e,~ her. Ira Ausdruek derselben kommen noch einige 
wfllk~rHehe F~c~orea vor, wie auch in der Na~ur der Saehe begr~inde~ 
i~L Denn einmat kSnnen die Transforma~onea X . f . . .  X~.-~xf 
dureh ~ be/iebige auder% yon einauder unabh~ug~,e Tm~forma~onen 
diesor ~-g]h~r~n Untergruppe er~eLz~ werden; femer kaun man die 
-- ~ Transformationen X z f - . .  Xr-~f je mit einem beliebigen Factor 

r#, ... ~ mulfiplicire~, olme dass die o# sieh ~ndem. Umgekehrt 
kaun diese Willk5r dazu benuLzt werden, urn den Coefficienten mSg- 
/Jchst einfache Werthe zu verschaffen. 

Um die Aufzihlung reeht kurz zu machen, wollen @ir~ wenn es 
augeht, yon bekannten Gruppen ausgehen und zeigen, dass sie zu 
Systemen ge'nSren, wie sie im w 15 gefunden sind. 

Die a~llgemeine projective Grupp~ des Ldimensionalen Raumes ist 
an e'mer frliheren Stelle (w 6) in folgender Weise angegeben: indem 
wit ~, x, ~... Marken der Reihe 1... ~ sein lessen, verstehen wir 
under Xo,/, X~o/, X , / ,  X,=/ infinitesimale Transformationen; zwisehen 
denselben soUen ~e Relationen 5estehen: 

(X,. X,~) ~ -- Xa + ~,~ X.~, (X~o Xo~) = -- X~ - ~i~ X~ 

(X~. X ~ )  = - -  Xo~, (X , .  X.o) = - -  X,o. 

Gehen wir yon der Transformation 2 ~ , X , , f  aas, so bilden 
X,o, Xo,, X~ die Hauptelemente der die gegebene Transforma~oa 
enthaltenden zweigHed~gen Un~ergruppen. Die charakteristische Glei- 
chung ha~ also in der That die Wurzeln -4- ~,, +(e, ~ ~ )  und ge- 
hSrt somit zu dem System A). Um aber zu zeigen, dass zu diesem 
System keine andere Gruppe gehSrt, ffil~ea wit start der in w 12--16 
benutzten Bezeichnung eine andere eiu. Wit setzen 

und bezeiclmen die zu e, gehSrige Trausformation mit Xo,, die zu 
e~ gehSrige mit m,X,o. Dann lessen sieh die Coeffieienten 

*/,, ~h'-.. m~ so wRhlen, dass jedes (Xo, X~o) den oben angegebeneu 
Werth erh~It, e,'=- i, eoJ == 0 far ~ <~ ~ wird. Indem man dann 
noeh zu ca,- ox die Transformation ~.,~X,~ gehSren l~st, lassen 
sich die ~%~ ~ eindeu~ig so bes~mmen, dass a~le G1. (t) erf~l|t sind. 

Wit  gehen jetz% zu der Form D) fiber und se~en ffir 

Dann lessen s~ch a~te l( '2~--2) Wurzeln in der Form -4-=, -!-__ ~, 
dars~ellea~. Ntm haben wir bereits ~r fftr t, ~ ~ 1 ~.. 2~ aus 
I(21 ~ 1) Transformationen X,,,f (=~ ~ X~of) eine Gruppe gebildet, 
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Gehen wix bier v~n der Transformation 

aus, so erscheinen Mle Wurzeln der c h a r ~ ~ e n  GIAi~tmng ia 
dec Form ~ z, _-4-zx. Diese Gmppe gehSrt al~ zu dem System D), 
uad zwar, wie man ebenfaUs leicht sieht, gehSrt keine lmdvtv Gruppe 
zu di~em System. 

FRr das System B) ersetze man ~ . . .  e~ dutch die l Wnrzeln: 

Wurzein in der bbrm darstelhn: 4- e,, ~___ e,  ~ e~ Diesv 2l ~ 
Wurzeln fmden sich abet in iblgeuder Gruppe: wit setzea fllr 
a, ~-~-- 1 ...21-[- 1 die l(21-[-I) inf. Transformationen ~#(m--X~) 
voraus, so dass filr ungleiche Werthe yon a, /$, F, ~ die Relatioa~a 
be~teheu: 

Ffir die Transformation 

hat dann die charakteristische Gleichung die oben angegvbenen Wur~eln. 
Somit gehSrt die~e Gruppe zu dem System B) und zwar, wiv Ruts 
leicht beweist~ als einzige Gruppe. 

Eine Gruppe, deren Wnrzeln das System C) befriedigea, wax 
bisher nicht bekaant. Zwar kann man f~ die~e Gruppen auch ei~e 
Form angeben, welche der flit B) aafgesteUten Form entsprichtl abet 
ich hoffe, dieselbe noch wesentlich vereiafachen zu kSnnen, und de~. 
halb mSchte ich dieselbe noch Richt mitthdlen. Ich begaftge reich 
~'~ damit, aus den Jacobi'schen Relationen elne Darsteilnng dieter 
Gruppen herzuleiten, obwohl dieselbe noch etwas an Uebersichtlichkeit 
zu wfinschen !-_~_ 

Wit ersetzen die ~ ...m~ dutch 2 ~ - - ~  2~%--e~...2ro~_t--~,m~ 
und kSnnen dann alle Wurzeln in der Form -I-e,, s 
stellen. Diesen ~- ~ WurzeLu entsprechend, bezeichnen wit auch 
die 21 ~ erstea Tr',vasfbrmationen darch 

x ~ . . .  x.,, x . _ , . . ,  x_ , ,  x ~ ,  x,._., x ,+,,, x , .  

Wit setzen: 

,~eg.J-~-- -  Z " �9 - -  e _ , ~ ,  , f f i  - -  2 N ,  • -  - -  2 . E _ ,  - ,  - 2 ~ ,  ~ ,  

(2) % .  ,~,+. =- e._. (,o, + ,o. ) ~. ~ . ~  (,~,- + ,~,-) 

uad enf~preehend ffur ' -  ~ 
"2 
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Dazu Izeten die Gleichangea: 

we ma ~, ~, ~ Ms  ungleich vorsusgesetzt werden. Somit lassen sieh 
aus den J~, E+_=~, wJ die ej ,  e,'• e~nfach berechnen. Speeieli er. 

2 2 

hsl~n wit: 

e ~ e" 

'= - v -  

Die Jacobi'sehea Relatio~aen 

(', - ' ,  - ~+ ~-), 6, - ,, -' . - ~ ) ,  ( = - - ? ' ,  ~-~-~, ,), 

~ - ' + "  ' - ~  ')  r  - ' - "  0 c ,+~  - ~  
liefem folgende seehs Gleichungen, yon de~e~a eine eine Folge der 
andern ist: 

('5) 

= c  c , ,-~, = g , 5  

C , + , = ~ ,  c+ . , _~  == c ,  _,_.= c._=_~ _ ,+ ,  - -  2.q,L.=, 

Indem wit eiae GrSsse p,~, willk~Iich wghlen, folgt: 

C . . . ~ _ ~  ~ -  ~ I= 2 

T 

g~+~ g~-. g~+~ g~- 

(6) 
Die J~obi~sehe Re~i~ou ~ r  ~: u , e , 
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Die fibrigen Jaeobi'sehe~ ~ O n ~  in de~ea niv.~t ~Lmmt[~.~he c 
ver~hwiaden, k~nnen einraM dadureh gehq~let werden, ~ m~u drd 

Marken ahnmt, deren Summe verechwindet, z. B. (~  - , -{-z  - 8 - ~  

stehe~den Relatioaen yon selbst befriedig~. Ausserdem kSnnen wit 
zur Bildung einer Jae~bi'schen Relation drei Marken w~hlen, ftlr 
welche die Summe der ent~prechvadea Wurzeln eiae aeue Wur~el 
liefert, w~hread auch sehon die Samme zweier zu einer aeuen Wur~ l  

ffihrt. Von diesen liefert auch jede Relation (~, x, ~ keine 

neue Beziehuag zwischen den Coefficienten, Dagegea folgt aus 

(7) c _,+~ ,+~ c,§ _,+~ ~4a ~= r -,§ ,+a c,+a - ,+ ,  ~+~ 

( aus r ~ '* 2 ): 

(8) c _,+~ ,+,, c,+~ _~§ , . ~ ,=  c, _,+~ , .~ c ~ . . . .  § _ , + ,  

(~- t - , ,  , - t - z  - - ~ - - ~ . ) :  
und aus \---:2--' *~ ' 2 

(9) c,+,~-x+,~ ,-,, c_~, ,..~ == c,+, _._~ , ~  c , ~  ,+~ . 

( , + ,  - - , + Z  T._~'k~ ~ )  die Endtich liefert die Relation x 2 ' z ' �9 

Gleichung: 

(10) c,~_ _,+~ ~3  c~+_~ = ~ ,  ~ -}- c_~+~ ~ ,  ,+~ c,+~ _,+z ~+~-- O. 

In den GI. (6)--(10) daft man nicht nut die einzelnen M~rken 
vertau~chen, sondera aach die Vorzeichen der Marken beliebig r*adera. 

Aus (6)- - (9)  folgt: 

9,+~ 9,-~ 

Um alle weiteren Coeffieienten c in gleicher Weise d~r~tcllea zu 
kSmaen und am hierbei n__anaentlich dan Vorzeichen richtig zu be~timmen, 
zerlegen wir in (11) die Wurzel rechts in sechs Wurzeln, mad ed.zen 
dann: 

- i  1 
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Die6e Festsetzung sight in Uebereinst~mmung mi~ den Gleichungen 
(5). Ausserdem werden je/~ ai|e Gle~chaugen (6)--(10) befried~ 
so dass die Exis~nz tier Gruppen bewlesen und ein Ausdruck ffir die- 
selben-augegeben ist. Dieser kan~ dutch pas~ide Wahl der X ~ f . . .  
X,~-~If mad dutch Multiplication von X__,, X_+~+. f mit passenden --T- 
Faetoren noch etwas vere~nf~ch~ werden. So kann man bewirken~ 

g' -~-~ 1~ und jedes io~ f~r positive Wer~he ~, ~ gleich eins ist Die 
hiea~Jurch eingef~r~en Vereinfachungen brauchen wit nicht hinzu- 
schreiben. 

Die vorangehenden gnfwickhngen haben uns folgenden Lehrsatz 
gel~efert: 

Zu jedem der (aNgemeinen) ~nt'acl~er~ 8y~qeme A), B), C), D ge- 
ld;r~ ~ne und zwar ~ eir, zige einfacl~e Gru~jpe, wetd~ jed~mal mit 
dem'~.J2~ ~Buchslabca beae~ch~et werden solL 

Die Crru~pe A) ~ l(l -t- 2).glie2rig und identisch mit der Grufoe 
dcr allgemeinen proje~tiven Yran~formationen des 1-dimensi~a~en t:,au~r~s ; 
um sie recht ei~fad~ nieder~uschreibca, w~hle ma~ fiir , ,  ~ ~ 1 . . .  l 
die inf. Trar~sfarmathm~ X~,, X,o, X, .  and setze fes~: 

( X , ,  X,~)  .=  - -  X,~ + ~,, X;,,,, 

(Xo.X**) = - -  Xo,, (X,~X.O -~ - X,o 

uml (X,~ X ~ )  = ~ 0 ,  ~enn weder ~ = V, noch ~ = Z ist. 
Gr~FI~ D) ist identisch mi[, der Gruppe der .Beweguage~ in 

e i ~  ( 2 l ~  1 ) . d i . ~ " _ ~ t e n  Riema~n'sclwa ttaume; man wShle fi~r 
~ u ~ 1 . . .  2l  die l ( 2 l - -  1) inf. Tran~formationen X , . f ( ~  - X . , f )  
u ~  sere  l ea :  (iX,, X,a) = X**f, (X,.  X,~) ~ 0 tier ungl~khe 
Werthe van ~, z ,  ;~, ~. 

Die G-ruppe B) ist id~i~ch rail tier Gruppe der ~ewegungen in 
e i ~  21-dime~'ionaL,~ 2~iemanWsd~er~ ~a.ume; um sie darzu~.lle~ 
wiil~ ~ru~ flit a, u = 1 . . . 2l -{- 1 die inf. Transfor.wJh~r~ 

(X,.  X a )  = X.~f,  (X,,, X~,) = O. 

~r C) /s/ e~ fa l l s  /(2l-{-- l)-glie&rlg; man wahle zur 
.Be~mmuv, g der ~ruppe die inf. Trar~formaticaen: 

X . f ,  X . _ , f . . .  X,_~_,f, X , f ,  X - , 5  X,+.f ,  X,_. f ,  X , _ j .  
~-- T T 

Dean beseheu fo~ge~de Belatla,~,}: 
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(X,X,) = ~,X,, (X,X_,) .* - =,X,, 

( x . x " ~ , )  =~' (,~, + ~,.)  X,+./..~ ~ u. ~. w. 

( x , . . = x , )  = ~ : x , ,  (X,,_=X=:_,) , . -  - ,~:X,, 
1 

( X.-, Xt~) -- ~ (.: + .x') X,+~ ' ' '  

( X , X _ , )  = , , X ,  + e :X, ._ ,  + . .  �9 

~et~t . r a n  

so~ 
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l~uJem mun f~,rm, r filr po~tlvc Wcrthe ~, x d~ 2 1 ( t -  1) Coef~ 
civt~tvn p, ,  willMirlivh w~d t  und f~r neg~ivv Werthr fes~sel$t, da~  
sein soll : 

_:_=L v s  = ~ Y p , ;  , Y f - : , :  = g~,= , 

kann man atle weil~e~ CoeffuSe'Mcm c durcl~ die G l v i ~ m ~ m  darstrl&n: 

g,g,-~, g,-i ~ g,-x 

g~O-x g~-a  

Vpx ~-, r  V~,~ , �9 
~. .x  - -  ,+.Z x+~Z . . . . . . . .  

Obwohl es nicht in unserer hhsicht liegt, die Frage nach den 
Untergvuppen, welche in eiaer gegebenen einfachen Grappe vorkomme., 
an dieser Stelle volls~ndig zu behandeln, glauben wit doch darauf 
hinweisen zu sollen, welche Bedeutung die Entwicklungen des w 15 
fiir diese Frage habem Soll zun~chst eine eiafache Gr.ppe des Range~ l 
eine einfache Untergruppe desselben Ranges be~Stzen, so mfl~en ~ficht 
nut 's~mtliche Wurzeln der letzteren (der Untergruppe) in der Ha~pt. 
gmppe vorkommen, sondern es muss auch~ wean die Summe irgeud 
zweier yon diesen Wur~In eine Wurzel der Hauptgrappo igt, ~ie es 
auch i~ de~ Untexgrappe sdn~ oder mit andern Woe'm: wean 
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eo~, ~o~... die Wurze]n f~ir die Untargruppe sind, so mfissen diese 
~tmtl ieh in dar Hauptgruppe vorkommen, und zugleieh miissen die 
Coefficienten a~# fffr je zwei Wurzeln in der Gruppe und ihrer Unter- 
gruppe identisdx seim Daraus folgt, dass nut die Gruppe B) eine 
einfaehe Un~gruppe gleiehen Ranges besitz~, n~m/ieh die Gruppe D). 

Um ntm eine einfaehe Unf~rgruppe yore Range l ~ 1 zu iinden, 
hat man zwei F'alle zu untersoheide~, n~nlieh ob die gegebene Gruppe 
aas dar Untergruppe dutch Hinzuftigung einer l t~n Wurzel gebitdet 
warden kana oder nieht~ Der arste Fall ist in w 15 arledi~, der 
audare argiebt sieh daraus yon selbs~. Das liefer~ den Satz: 

Un/er den v/er /~ormen A), B), C), D) ist rtiv Grufflae 13) die 
r we2che eine einfaehe Crruffpe gteiehen !P~anges ~ur UntergruFpe 
hat, und cwar hat ~ e  die Form D). ~agegen hat jede einfache 
Grup'pe yon r d~.scr vier Formen UrdergruFpen 1 -  1 tea l~anges, 
we./che nach tier .Form A) gebiJdet sind; a~le r Untergruppen 
dieses l~anges haben [Wx eine Grulrpe A) yore I~nge 1 wieder dieselSe 
l~orm; jede einfae.he Untergrulrpe ( l - -  1) t~" 2~anges fi~r eine Crruppe C) 
yore l u~ l~ange Iv~;t die ~orm A) oder C), f/~r d,~e @rup/~e D) d/e 
~orm A) otL,~r i)); eine ei, nfache Gru~pe B) wm t~ange Z ]~a~ einfache 
Unteryru/~en des .P, anges l -  I yon tier Form A), ]3) und D). 

w 18. 
Die zu den einfachen Systemen speciellen Charakters geh~rigen Grappem 

Zu dem System IIC), wo al~----- 1~ a21---~--3 ist~ geh5ren 
die Wurzeln 

Ersetzt man bier ea I dutch - -  ~, q- ~2, so tassen sieh die Wurzeln in 
folgender Weise ausdr~dken: 

nebst den entgegengesetz~ gleiehen. Diese zuletzt hingesehriebenen 
Wurzeln sollen der Reihe naeh dutch ~ ,  ~ ,  ~ ,  ~ ,  ~ ,  ~ und die 
entgegengesetzt gleichen dureh ea~,, ~ r . . .  a~w bezeichnet werden. 
Ebenso mSgen die zugehSrigen X , f  dargestellt warden mad start 
~r  f, X~_~ ~ resp. X~ fund X s f geschrieben warden. Aussardem solt 
gesef~ warden: 

e,m+e~'m~'=-- /~,, e~=z q-e6 '~ l '=0  , 
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Daraus ergiebt sieh: 

e= == e~ e z 
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~, I el 
= + 

~ 1 

uad entspreehend ffir e~ ' . . .  ~'. 
Die Jacobi'sehea Relationen (~, s x) liefera fllr g,~ •= :E, folgende 

Gleiehungen: 

.~_ == = (~n. --;0, 

Von den weiteren Jseobi'sehen Poelationea bert~eksichtige maa 
noeh (1 2 6), welehe die Forderung enthMt: 

Alsdann slnd alle Jacohi'sehen Relationen erf~llt. 
Dutch passende Wahl yon X7 und X s in ihrer zweigliedrige. 

Untergruppe uad dureh Multiplication yon X~, und X~ mit el,era 
passenden Factor kazan man bewirken, dass ist: 

( X , X ~ . ) = 2 X ,  f + X ~ f ,  ( X = X ~ )  = X ~ f  + 2 X ,  f ;  

~ = - - 1 ,  ~ ( = 0 ,  o ) ~ = 0 ,  ~ h ' = = - - l ,  ~ = - . ~ . ~ , , = 1 .  

Ebenso k~un man ~ ,  X ~ . . . .  mit gewissen Paetoren multipti- 
ciren mad diese so w~atden, dazs ist: 

.Es,==.~,====.~ ~-.~..E~ == 1, p, ===1%,=,i%===p,,,= L 

Dann ist zugleich P5 •ffi 1. 
Somit erhal~n ~ fo lgende Ausdracke: 

(x~x,)=--x,f. (x,x,.)=x..f. (x,x,)=o. (~x,.).-o. 
(x~x,)=o, (x,x~)=o, (x,x,)=--x,f, (x~ x,~)=x,f 

g6 :' Cz'i.'4" ==== .Pt g,= ~ gl" 1~ 9t 

g , j •  g,g, ==3p 2 g,g=, s g,~h 

2p..g,g,_. ~ g ,~ .  ~"  ! g*~- cl*.~ ~ --" , c='~' ~ '21h g 

"2 g~g= .~t~_ I g,!/, 

== s ~.__~ ~.=. ==,p, ~ - g = - - ,  c , . s =  , , ,=  - cx~; ==~ 3 p ,  t , ~ C ~ r  I ~  g* , P* g* , 

~g~ .... g~ g~ flA_.g,.g_*_. ~ g• r  = ~ ~, . ,  c.~c;, ~- p:, ; , C,=,~,~, ,== P~ g~, ~ C~'6 == p:, g,, ", 



D~ man unmittelbar fibe~sieht, welche Werthe ~etzt ~j--~ u.s.w., 
sowie e ~  vJ~d die weiteren r annehmen, wird es nicht nSthig sein, 
diese Ausdrticke hinzuschreiben. 

Die Wur~ln des Systems IV E) kSnnen in folgender Weise ge. 
ech~eben werden: 

4-~,, --1-~,4-~,, .~,.~• 

Wit wollen demnach die unendli~'h kleinen Tmnsformationen~ dur~h 
welche die Gruppe bestimmt wird, mit 

X~, X,_,, X~_~, X~-~; X+,, X+,+., X+~+~+~+,, 

beze~chnen, In entsprechender Weise werden auch die e~, ~,~ u, s, w. 
eingefflhrt. D~nn gelten die Gleichungen: 

(I) ~ ~ ~ 

nebst de~ujenigen, welche hiem~s durch Vertausehung der Nummern 
and deren Vorzeichen erhalten werden. Um diese Gleichungen zu 
befriedigen, kaun man 

und die~enigen zw~lf Coefficienten, welche hieraus durch cyklische 
Vertauschuag der Marken hervorgehen, willk/irlich wiihten and dana 
die sRmmtlichen e bereehnen, unter deren Marken eine Marke 4:. 
vorkommt. 

Bildet man abet die Relationen 

'-'~+~+~) ~d 0 _~+~,-'--~+~+4~ (1 ,  - -  1 -b 2 ,  

n~mlieh 

(~ 

ct,--~+~ Cs~+~q ~+~_ 

cz,--t+~ e 1 _ ~  4 --~+~I-~4 
2 2 



so folgt daraus: 
(3) c 

2 ~t t tt 

Diese Gleichung and die entsprechenden lehre~, dass man a u ~  dea 
vier obe. hingeschriebenen Coe~cientcn (&) etwa mlr nor 

witlkarl~ch an~ehmen darL Endlich l ~ n  man aus den Gleichtmgen 
(2) und den Relationen 

, , 1 + 2 )  

alle weiteren Coeffieienten c bereelmen. 
Die Wurzeln des Systems IV F) kSnnen in folgender Weise ge- 

schriebe= werden: 

Die Jacobi'schen Relationen 

f~ihren zu Gleiehungen, welche mit den GL (1)und (3) identiseh sind. 
Daher lassen sich die s~unmttichen Coefficienten, welche aus 

dutch Vertauschu~g der Msrken und ihrer Zeichen her~orgehen, in 
derselben Weise durch acht willkfirlich ge~,~hlte Graven darstellea~ 
wie bei IV E). Zur Bestimmung der abrigen fua&t man quadrafiscbe 
Gleichungen, wie bei der Form C). 

Was die Form VI E) be~H.~, so vert~usche matt bei den in w 15 
aufgez~hlten Wurzeln zun~chst die Marken 5 und 6 und ~l le ~mn 
die mit den neue~ Mttrken 1 . . .  5 versehenen Wurz~In in der Form 
-~-~t, Jr" :t~ dar, wo t, x m~gleiche MaVen tier Reihe I . . .  5 s/rid. 
Hier'zu kommen: 
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nebst den entgegengesetzt gleichen. Ebenso vertausche man in den 
oben aufge~hlten Wurze|n des Systems VII E) die Marken 6 und 7 
usd man kam~ dann alle Wurzeln his auf ihre entgegevgesetz~ gleichen 
ia der Form auge'~m: 

Genau so ist es mit VIII E), wo wir die Wurze~n erhal~en: 

wo ~, ~ . . .  ungleiche Marken der Reihe 1 . . .  7 sind. Die Berechnuag 
aller Coefiicienten c bietet keine Desonderhei~. 

D~s die auf dem angedeuteten Wege gefundenen Coeffieien~en c 
wirklich slimmtlichen Jacobi'~chen Relationen geafigen~ daft]r spricht 
auch der folgende Umstand. Multiplieir~ man s~mmtIiche X , f  rait 
beliebigen F~ctore~, so '~ndern sich die Ausdriicke far (X,X~),  aher 
jedeamat nur so, dass aIle Jaeobi'schen Relationen giiltig bleiben. 
Auch ist; die Zahl der willkfirlichen Constanten, welche dutch diesc 
Retationen noch ge]assen werden, so gross, dass sio dutch bestimmfe 
Wahl ~ener Factorea vorgeschriebene Werthe erhalten kSnnen. 

Somi~ erhatten wir folgenden Satz: 

~//r l ~--2 ents/~cht dem a//gondnan System D) ~eine einf~el~e 
Gru~pe und diejenigen beiden Grulopen werden identis~, wetvhe de~ 
/~'o~wnen B)u*~ C) erdsprechen. Ausserdem giebt es noch eine vierzehn- 
gliedrige einfache Gru~pe verm t~ange zwei. 

~iir ~ 4 "?zommen su den alOemeine~ ]~ormen A), B), C), D) 
noch ~wei einfache Gruppea vo~ 52 Gliedern hinzu. Die eine van 
diesen hat die Gruppe IV B) aur Untergrulrpe. 

Auch fiir ~ ~ 6, 7, 8 giebt es ausser den allgemeinen Formen noch 
je eine speeie~ einfache GruFpe; dieselbe hat 78 ~lieder fiir l ~ 6, 
133/~r l ~ 7 und 248flit 1 ~  8. 

Braunsberg~ 2. Februar 1888. 


