Die Zusammensetzung der stetigen endlichen Transformations-

gruppen.
Zweiter Theil*).

Von

Wiaeny Kiuwe io Braunsberg.

Der vorliegende Theil meiner Untersuchungen tiber die Zusammen-
setzung der Transformationsgruppen behandelt die wichtige Frage nach
der Bildung der einfachen Gruppen, d. h. derjenigen, welche keine
invarianten Untergruppen besitzen. Nach dieser Richtung hin kommt
der vorliegende Theil, wie ich glanbe, zu einem volistindigen Ab-
schluss, und schon aus diesem Grunde, vor Allem aber bei der hohen
Bedeutung der einfachen Gruppen fir die ganze Theorie, glanbte ich
die folgenden Untersuchungen gesondert verdffentlichen zn dirfen.
Andererseits habe ich bereits in § 12 ein allgemeineres Problem aufe
gestellt und dessen Losung in etwas vorbereitet. Es wird also die
nichste Aufgabe sein, in einer folgenden Mittheilung dieses Problem
in engem Anschluss an die hier gefundenen Resultate vollstindig zu
16sen.

Den Grundgedanken, auf dem die in diesem Theile durchgefithrien
Untersuchungen rohen, habe ich bereits in den Vorbemerkungen zu
meiner ersten Mittheilung angegeben. lch mochte aber die vorliegende
Untersuchung auch denen leicht verstindlich machen, welche den
ersten Theil nicht gelesen haben. Daher habe ich die Beweise von
den friiber gefundenen Resultaten im Ganzen unabbingig gemacht,
Nur einmal in § 10 benutze ich einen in § 9 bewiesenen Lehrsatz
und in § 16 verweise ich auf Betrachtungen, welche in § 8 darch-
gefiihrt sind; hierdurch wird aber das Verstindniss selbst nicht becin-
trichtigt. Um dasselbe noch mehr zu erleichtern, mbgen einige weitere
Bemerkungen gestattet sein.

*) Vergl. den unter gleichem Titel erschienensn Anfaatz in Bd. 31 dieser
Annalen, p. 252 ff,
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Wir bestimmen die Gruppe durch » infinitesimale Transformationen,
welche symbolisch mit X,7. .. X.f bezeichunet werden. Bildet man
vach bekannter Vorsehrift (X, X,), so muss sein:

(Xaxz) R 2 Cixg Xef:
und ez miissen die Jacobi’schen Relationen bestehen:

D% {eae(XeX) + (X Ka) + (X X)) =0,

von denen die vorstehende kurz mit (1x4) bezeichnet werden soll.
Wenn bei Beschrinkung von :, » auf die ersten m(<C ) Marken

1...m sich die 222D pusdracke (X.X,) durch X7 . .. Xaf

darstellen lassen, so bestimmen X,f...ZX.f eine Unfergruppe der
gegebenen r-gliedrigen Gruppe. Diese ist dmwvariant, wenn fiir
t==1...m, ¢=1...r sick anch alle (X, X,) dorch X,f...X.f
darstellen lassen. Wie diese Begriffe aligermein definirt werden, brancht
wohl nicht erwihnt un werden.

Meine Untersuchungen iiber die Zusammensetzung der Gruppen
gehen von dem Problem aus, die zweigliedrigen Untergruppen zu finden,
denen eine beliebig gewihlte eingliedrige Untergruppe X4, X,/ an-
gehort. Sollen die Transformationen dieser Untergruppe nicht mit
einander vertauschbar sein, so miissen sich » -}- 1 Gréssen @, ¢, ... ¢,
so bestimmen lassen, dass ist:

(2 %X, 2 L‘X‘) “_""2 NubuCinp Xof = 6)27 Lo Xof.

l“e
Um daher alle zweigliedrigen Untergruppen zu finden, denen
Zy, X.f angehbrt, hat man zunichst @ vermittelst der Gleichung

E 61y — & E NeCezy T E Heliry
E /AL E Rlezz — & - - - -S- KNelirz
2 NiCerr E ﬂ;cdr v E Wtczrr""'m

= 0" — @7 () + @2 () — - - F @Y (n) =0

za berechnen und alsdann die zn jedem o gehorigen Verbaltnisse
§:&:---:&% in bekannter Weise zu bestimmen. Die Functionen
#(n), ¥20) ... ¥ra(y) sind im Allgemeinen nicht von einander
unabbiingig; die kleinste Zahl derjenigen Functionen, durch welche
sich alle darstellen lassen, bezeichne ich mit I und nenne diese Zahl
den Rang der Grappe. Der vorstehenden Gleichung selbst lege ich
den Namen: charakteristische Gleichung bei.
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Die vorliegende Arbeit geht von den Bedingungen auvs, welche
erfiillt sein miissen, wenu die letzten k Coefficienten dieser Gleichung,
also Pa(n) .. - Prars () gleich Null sind, obne dass ¢,..{y) ver
schwindet. Durch eine etwas umstindliche Bstrachtung gelange ich
zu dem Resuliate, dass wenn W—a(%)... $r-sqa () identisch ver.
schwinden und zugleich keine Transformation der Gruppe mit allen
andern Transformationen vertauschbar ist {die Gruppe alse, um einen
Ausdruck des Herrn Lie zu benutzen, keine ausgezeichuete Unter-
groppe besitzt), auch immer alle Unterdeterminanten (r — k - 1y

Grades von |y = IZL Coex ’ki identisch verschwindan.

Indem wir den Fall einer ausgezeichneten Untergruppe ausschliessen
und die weitere Annahme hinzufiigen, dass die nicht verschwindenden
Waurzeln fiir eine ganz allgemeine Transformation simmtlich von ein-
ander verschieden sind, wird der Rang ! der Gruppe ==k und alle
Woarzeln der Gleichung lassen sich durch ! unter ihnen homogen und
linear aunsdriicken, wo die Coefficienten rationale Zahlen sind. Fir
je zwei derjenigen Wurzeln, durch welche sich alle ausdriicken lassen,
etwa ®©, und @, giebt es zwei ganze Zablen a.. und ax., welche
einen gewissen Zusammenhang zwischen jenen Wurzeln bestimmen.
Wir erwibnen bier nur, dass mit o, und o, auch @, 4 a0, und
@y + Gy ©,, sowie fiir jedes ganzzahlige, zwischen O und @,x gelegene
a auch @, 4 ae, eine Wurzel sein muse. Die Coefficienten a,, sind
simmtlich gleich — 2; die ibrigen kbnnen aber keineswegs beliebig
gewiihlt werden; vielmehr milssen fiir dieselben recht viele Hedingungs-
gleichungen besteben. Kine Reibe von diesen ergiebi sich aus den
Bedingungen dafir, dass eine wit den Coefficienten aux gegebene
homogene lineare Transformation durch eine endliche Zahl von Wieder-
holungen in die identische Transformation itbergeht. Jedes System
dieser Coefficienten ist entweder einfach oder zerfallt in einfache
Systeme. Diese beiden Fille werden in folgender Weise unterschiedsn:
man geht von einer beliebigen Marke ¢ aus, nimmt alle Marken x
hinzu, fiir welche @,» nicht verschwindet, fugt hierzu alle Marken i,
fiir welche ein @y, nicht verschwindet, und fabrt damit so lange fort,
als man aunf diesem Wege noch zu nenen Marken gelangt; dann heisst
das System einfach, wenn diese Operation zu allen Marken 1.,.1
fithrt. Es ist nicht schwer, die einfachen Systeme zn bestimmen.
Diejenigen Warzeln, welche durch eiu cinfaches System gefordert
werden, fihren aof eine einfache Gruppe, und uwmgekehrt lassen sich
alle Warzeln bei einer einfachen Gruppe als durch ein einfaches Systern
bestimmt ansehen. Man gelangt also auf dem angedeuteten Wege zu
den einfachen Gruppen. Fiir jedes ! ergeben sich vier Formen, zu
denen fiir == 2,4,6,7,8 noch specielle einfache Gruppen treten.
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Von diesen speciellen Gruppen habe ich mehrere nic:.ht ixi volistﬁnfiig
entwickelter Form angegeben; ich hoffe, dass es mir spiter méglich
sein wird, diese Gruppen in einfacherer Weise darzustellen, und des-
halb mochte ich die bis jetzt gefundenen Darstellungen nicht mit-

theilen,

§ 10.
Die charakteristische (Heichung hat mehrere verschwindende Wurzeln.

Die in den letzten drei Paragraphen zu Grunde gelegten Voraus-
setzungen konnten deshalb unbedenklich zur Grundlage einer Unter-
suchung gemacht werden, weil sie sich in allbekannten Gruppen ver-
wirklicht finden. Auch trug sowohl die Voraussetzung, dass die
Gleichung
(1) @ — @ () + @2, (n) - - - + @Y (y) =0
nor eine einzige verschwindende Wurzel besitzt, wie die Annahme,
dass alle ibre Wurzeln verschwinden, durch ihre BEinfachheit den
Charakter der Erlaubtheit offenbar an sich. Wir wollen jetzt die
Annahme machen, dass die Gleichung eine k-fache verschwindende
Wurzel besitzt, und haben dabei, ehe wir diese Annahme weiter ver-
folgen, die Frage zu beantworten, ob in diesem Falle auch die Unter-

determinanten von 22’ ﬁe"ew{ oder |y..| bis zu einem gewissen
Grade verschwinden oder nicht.

Zu dem Ende beweisen wir einen Satz noch einmal , den wir
bereits in § 5 hergeleitet haben, niimlich den Satz:

Wenn eine inf. Transformation die eingliedrige Hauptuntergruppe
einer der Gruppe angehirigen zweigliedrigen Untergruppe ist, so hat
fir dieselbe die charakleristische Gleichung nur verschwindende Waurzeln.

Diese Transformation sei X,f und die zweigliedrige Untergrappe,
deren Haupttransformation sie ist, sei % Xof + o1 Xry f, 80 dass ist:

(XrXr—x) = Eer,
wo & nfchi: verschwinden darf. Wir wollen also jetzt beweisen, dass
die Gleichung (1) fir #y =g, =- .. = Bt =0, 7p==1 nur ver-

sihwim_iende Wurzeln hat.  Angenommen zunfchst , die Gleichnng
hitte eine einfache nicht verschwindende Wurzel o. Dann kann man
X; ... X, s so wihlen, dass

) (X X)=a X f
wird und dass in den Ausdricken fir (XX,) ... (X, X,s) die X,f
nicht vorkomms. Bestimmt man nun in der Jacobi’schen Relation fiir

(1, r, r —1) den Coefficienten von X.f, so folgt we=0, was
unserer Annahme widerstreitet,
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Ebensowenig ist eine mehrfache nicht verschwindende Wurzel
mdglich. Es sel namlich @ eine m-fache Wurzel; dann kann man
X.f, X.f ... Xosf so wihlen, dass (X.X)), (X.X))... (XXM
sich nur darck X7 ... Xa.f ausdriicken lassen und in (X Xppa) ...
(X, X,-s) die X,f...Xaf nicht vorkommen. Bezeichnet man mit x
eine der Nummern 1...m und bestimmt in der Relation (r, r—1, )
den Coefficienten von X.f, so folgt:

m

2;9 (6r—1,xe Crox ™ Cr-1,px Crag) == @&,
1

Hier liefert die Summation nach x dber die Nummern 1...m

die Gleichung:
0= mos,
was mit unserer Annahme unvereinbar ist,

Hieraus leiten wir folgenden Satz her:

Wenn fiir ein Werthsystem (3, ...%,) die charakteristische Gleichung
eine k-fache verschwindende Wurzel hat wnd wenn 1 < k< r 5, s0
verschwinden fir dasselbe Werthsystem auch alle Unierdeterminanien
r — 1 GQrades der Determinante (v,

Verschwinden nimlich die Unterdeterminanten r — 1% Grades
nicht simmtlich, so kbnnte man ein System (§, ...§) derartig be-
stimmen, dass bei nicht verschwindendem & die Gleichung bestinde:

(2 7X., 2&&) = S nXf.

Somit wire Ty, X.f die Haupttransformation einer zweigliedrigen
Untergruppe, und die Gleichung (1) hiitte fiir (7, ...,) lauter ver-
schwindende Wurzeln (e. h.).

Es sei jetzt fir (00...01) @ =0 eine k-fache Wurzel und es
mogen nur die Unterdeterminanten 7 — i+ 1'* Grades von 1 ¥eal
simmtlich versehwinden, wo ¢ < k sein soll, so dass ist:

(X Xpr) =0, -+ oy (X, Kptga) = O,

Um die folgende Entwicklung leichter darstelles zu kinnen, mige
es gestattet sein, eine homogene lineare Function dadurch zn be
zeichnen, dass man deren Verinderliche in eine eckige Klammer €in-
schliesst. Dann lassen sich die X,—f ... Xr-agr/ 80 bestimmen,
dass ist:

(XrXf—i) = (erh--l v Xf—i-(»l};
(X Krimt) = [ X Ky -+ Krestn K]

» - -

(XTXJ'*J:«}I} s {Xr er} e Xp—bfz}.
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Endlich kanu man die X,f... X,.f so wihlen, dass fir
#, fo=l oo r—Fk die Gleichungen bestehen:

(X X) = D ean X,

wo die Determinante |e,,] nicht verschwindet.

Wie «, § Nummern der Reihe 1 ... r —F, sollen %, 4 solche
der Beihe 1.,.¢ — 1 darstellen. Jetst folgt aus (r, r — %, r — 2):

(X (Xa X)) =0,

oder da X, nur mit X, X, ... X, oy, vertauschbar ist:
{2} {Xr-x Xh.i} TRE {Xr Xy....; e w ,-,.,g_;.;}.

Somit bestimmen X, X, ;... X,.;;: eine Untergruppe der ge-
gebenen Gruppe.

Die Relation (r, r — 4, «) liefert die Gleichung:

(X, (X2 X)) = 2} eap( X2 Xg).

Hitte (X, X;) ein Glied my X, 144, 50 miisste da links Xzqa nicht
vorkommt, 2 tapmy==0 sein fir e =1...7r —F% oder |e,4]=0.
Sowit kann Xy 18 (X X3) nicht vorkommen. Nunmehr schliesst
man der Beihe nach geradeso, dass (X—;Xj;) auch von X, pys... X,

frei ist und daravs folgt endlich, dass auch X, ;... X, in (X2 Xp)
feblen. Somit ergiebt sich:
3 (X Xy == [X, ... Xodl,
wo 4 eine der Nummern 1...7~1 und « eine der Nummern
1...7r—% sein soll, und wo die eckige Klammer eine homogene
lineare Function der eingeschlossenen Grossen darstellt.

Jetzt bilde man die Jacobi’sche Relation fir (r, r — 4, # — 3);
diese hat die Form:

{X!; (Xr~2 Xr—i}} == (erigxr v = Xﬁ—t’-i»i}} s

welche infolge der Relation (2) liefert:

(er (Xr-w'( Xr»a)) ] {Xr . Xf_..;..l}

oder
{4) (Krma Xni) == [X Xt .« .« X)
Ebenso folgt:
(erlxr-—i-l) el {err--l e Xr-;‘-—-l},
(5) - . . .. .

(X Xrgg) = X Xt .- Xl ®)

*) Herr Engel, der die Freundlichkeit gehabi hat, eine Correctur dor vor-
liegenden Arbeit za lesen, macht wich darauf aufmerksam, dass die Formeln )
und () nicht streng richtig selen, da sie asf der Voraussetzung bervhen, dass
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Auf dieselbe Weise ergiebt sich, dass (X, X)) durch X,
Xoaooo Xo—iyy X, e ansgedriickt werden kann. Nan seien ¢ —3 —w
und ¥ — i — @ zwei Nummern aus der Bethe r —d...r — k4 1,
und es sei bewiesen, dass die Ausdriicke fir (X, X,) nor X, ... Xoagu
enthalten, wofern wenigstens eine der Marken o und r grosser ist als
die grissere der Marken r — ¢ — v und r — i — ¢ und die andere
nicht kleiner ist als die kleinere. Dann folgt aus (r, r —~i—v, r—i—pg)
oder aus der Gleichung:

(Xr(xy—.‘—- Xr«—-i~e))
= (Xr-—i—-v {Xr e Xr—-i—{’-{-li) - (Xr-w‘—(tf_xr ‘e XP—&—V*}J]) y

dass sich (Xr—;oy X,—ing) durch X, ... Xoypa darstellen lisst, oder
dass bei Benutzung der eingefilbrten Abktirzung ist:

®) (Xrois Xt = [Zr + « « Xl

Somit bestimmen die inf. Transformationen X, f, Xouif ... Xeessf
eine k-gliedrige Untergruppe, und es folgt der Satz:

Hat fiir das System (n, . . . n,) die charakteristische Gleichung eine
k-fache Wurzel gleich Null, so gehort die Transformation Xu. X.f
einer k-gliedrigen Untergruppe an, in welcher ikr eine k-facke ver-
schwindende Wureel der charaleristischen Gleichung entsprich.

Wenn wir die so eben getroffene Wabhl von X f...X.[ bei-
behalten, ist es nicht moglich, von Null verschiedene Coefficienten
Y, ... ¥p_y 80 zu bestimmen, dass (X, v, X, + -+ + ¥ Xrg) =0

ist. Lassen wir daher die Verhaltoisse 2, £2 ... 2=l jo eine ge-
B B Hy

in den obigen Ausdricken fir (X, X, _,_;)--. (X, X, _ppr) doe mit der nichst
hhern Marke versehene X anch wirklich vorkomme, also in [X, X, 1. X, X, ]
das X, ;.0 in (XX, 5.0 X pye] dae Xy indesson geadige es fir
den vorliegenden Zweck, die linken Seiten von (1) und (6} durch [ X, X X i +1]
zu ersetzen, und hierfiir exgebe sich der Beweis unmittelbar. Beide Bemerkungen
sind richtig; gleichwohl mdchte ich die Formeln (4) und (5) nicht gauz entbehren,
da sie in manchen Fallen gebraucht werden konnen. Zu dem Ende bringe ich
folgende Correctur an: Essei X, mit X X £t vertauschbar, dann lassen
sich X, ;... X, ;,, so wahlen, dass erstens (XX,.) (X X)) unab
hiingige lineare Functionen von X, ... X, ., werden, daas zweitens XX )
(XX, ypurdie XL Xy, Ko X, _. enthalten und insbesondere
unabhingige Fonctionen von X, ;...X, , sind, dass drittens (XX rrea)
s (X, X, ) nor die X ... X, ;... X, ;... X, ; evtbalten und opab-
hingige Functionen von X, ;. ;... X, sind u.a w. Daon enthilt wie die
vorstehende Betrachtung zeigt jedes (X, X, ) ... (X,—iXpy) 29T die
XX, .. X .. X, 4 ebenso (X, X o). (XX, ) auseer
X X, , nur noch b SR ‘X, ;. wewW

SRR
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wisse Grenze nicht Gberschreiten, so giebt es nur einzelne Werth-
systeme dieser Verhilinisse, fir welche die », ... %, _; so bestimmé
werden kbnnen, dass

(o Xort-s vt oo F ey Xompr, 9 X9, Xt oo+ o2 X ) =0

ist, Schliessen wir diese Verhiltnisse aums, so wird die Gl (1) fir

M=t =qa=0, Papn=tha =g
bichstens soviel verschwindende Wurzeln besitzen, als dieselbe Glei-
chung, fir die angegebene k- gliedrige Untergruppe gebildet, Wurzeln
gleich Null hat. Wenn daher die GL (1) fiir die 7-gliedrige Gruppe
stets mindestens k verschwindende Wurzeln hat, so muss die im vorigen
Lehrsatz angegebene Untergruppe lauter verschwindende Wurzeln
haben, oder:

Verschwinden fiir eine r-gliedrige Gruppe die Functionen ,_y(n)...
Yr—ii1(n) identisch, so gehirt jede Transformation ciner k-gliedrigen
Untergruppe vom Range Null an.

Wir nebmen wieder an, die Functionen w%,;(y) ... ¥rspa(n)
verschwinden identisch; wir wihlen X,7 wieder gan beliebig, X,f...
X,—af wieder in der oben angegebenen Weise, aber X, ... Xt
in der %-gliedrigen Untergruppe nach den Festsetzungen des vorigen
Paragraphen derartig, dass ist:

(Xr-Xr—l) == Uy Xv—-ﬁf; (XrXr—‘l) = Gy Xr«—»3f~ ..
(Xr Xth~b+2) = at-ixr-—b-l-lg (XrXr—-k-f-l) =0,

Hier kbnnen die a...a; 4 alle oder zum Theil verschwinden;
zugleich ist X, ;.. f mit allen Transformationen der Untergruppe ver-
tauschbar. Wir wollen zeigen, dass wofern nicht alle Transformationen
dieser Untergruppe mit einander vertauschbar sind , sicherlich derselben
eine Transformation angehort, welche mit allen Transformationen der
r -gliedrigen Gruppe vertauschbar ist. Man kann diesen Beweis unter
Zugrundelegung der obigen Gleichungen

(X, X = D us Xf

und mit Benutzang der Gleichung (3) liefern. Einfacher ist es, die
im § 8 angegebene specielle Form der Gleichungen fir (X, X,) zu
benutzen. Ks geniige, den Beweis unter der Annahme durchznfahren,
dass die » — I uicht verschwindenden Wurzeln sammtlich uneleich
sind. Diese seien @, ... @,—s; dann kann man setzen: ”

(X, X;) === Gy ng e (erz\—%) = @, X, f.
Eine unmittelbare Folge aus (3) ist dann:
(X1 X)) = @0 X, 1.
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Die Jacobi'sche Relation fir (r, r — % 4 2, &) hefert:

2” Cr-1is,0,8 05 Xg — 0 2 Crtinap Xp — G0N X, =G,
woraus sich die Folgerangen ergeben:
ak.,gmi:"‘! == 0 und Crbis,e,8 =0 fir « % 8
Wire a2 == 0, so kinnte man aof dieselbe Weise folgern:
Gpm3 tag‘""“ == 0
und so fort,

Somit erhalten wir folgenden Satz:

Wenn die Coefficienten $e—r(1)s Yes(@) - - - Yrria(n) identisch
verschwinden und wenn dann keine Transformation der Gruppe mil
allen ihren Transformationen verlauschbar ist, so missen auch dic
siimmilichen Unterdeterminanden v — k - Vv Grades der Determinante
[p0x! identisch verschwinden. Jede Transformation gehirt also einer
% gliedrigen Untergruppe an, deren Transformationen mit einander ver-
tauschbar sind.

§ 11
Systeme von Gleichungen.

Wir nebmen jetzt an, die Functionen Yrut () -+« Crrga (7} ver
schwinden identisch, aber ®..i(y) sei nicht fir jeden Werth der y
gleich Null. Ausserdem sehen wir von denjenigen Gruppen ab, in
denen mindestens eine Transformation mit allen andern vertauschbar
ist. Dann wissen wir, dass auch alle Unterdeterminanten ¥ —fo 100

Grades, aber nicht die vom r— %' Grade, der aus den yox = 20 Cpx

gebildeten Determinante identisch verschwinden. Jetzt soll X,f eive
inf. Transformation ganz allgemeiner Art sein. Dann hat die charakte-
ristische Gleichung fiir (00 .. . 01}k verschwindende und # — & nicht~
verschwindende Wurzeln. Wir kdnnen also Xof, . .. Xyppaf w0
wahlen, dass dieselben mit X,f vertanschbar sind. Bezeichnel man
Wit @y ... ey Byoo Bro-e die Nummern 1...r — k, so lassen sich
die Ausdriicke fir (X.X,), (X.X,) ... (X, X—) in folgender Weise
darstellen:

(X, Xo) = 0a Koy (X, Xu) = 0a Xo, + Cura, Xags «+ +

(erax) == waXa,, + Capuy g Xllx_.; + R 5c,ig,X«¢'

Bilden wir die Jacobi'sche Relation fir (r,e, &), (7, 0, €y} - - (1,0, 0),
wo ¢ eine der Nummern #m1,...0—k~1ist, und nchmen vmf
zanichst an, dass keine Wurzel o gleich &, sei, so folgt, dass sich
(X X). .. (XoXr—) in der durch die vorstehenden Gleichungen be-
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zeichneten Art darsiellen lassen, woferp nur die o und ¢, geindert
werden, Es ist dann:
(XeXy) =04 X, (X, X)) = 0.Xo, + €40, Xas - - -
(Xfxgx)g (3; X“x + ﬁ‘:x K, X“z-—l + Tt + e‘;x“ﬂ X“'ﬁf‘

Bomit gehdrt die Transformation X, f einer ebenen E-fach aus-
gedehnten Mannigfaltigkeit an, in deren Bildraum alle durch den
Bildpunkt dieser Transformation gehenden Geraden zweigliedrige Unter-
gruppen abbilden, und fiir alle diese zweigliedrigen Untergruppen,
wofern ihre Transformationen nicht vertauschbar sind, ist X, f das
Hanptelement. Beachten wir, dass der Rang ! der Gruppe hichstens
gleich & ist und dass X, 7 mit Transformationen der Reihe X, f... X, _;f
vertauschbar sein kaun, so gelangen wir zu dem Satze;

Jede Transformation, welche fir eine sweigliedrige Untergruppe die
Haupttransformation darstellt, besitzt dieselbe Figenschaft mindestens fiir
eime (I 1)-fach ausgedehnte Mannigfaliigheit von zweigliedrigen Unter-
gruppen.

Der beim Beweise ausgeschlossene Fall, dass o, weiteren Wurzeln
wg gleich ist, fndert am Resultate nichts, wenn wir X,f, wie ge-
schehen, als ganz allgemeine Transformation voraussetzen. Ist dann
z B. @, = a;=w,, so sollen fir ® = o, alle Unterdeterminanten
7 — 2@ Grades VOB [#ix— 814 @] = |6, — 0,,@] verschwinden; es
muss also auch fiir X,f eine Wurzel existiren, fiir welche alle Unter-
determinanten » — 2 Grades verschwinden. Nun miisste wegen der
Jacobi'schen Relation (r ¢ &,) sein:

(XQX@) == Gy 'X% + ﬂ{"Xﬂo + “rxrw
(X9 'Xﬁa) = b“ Xﬂo + bﬁ Xﬁo + bV‘XYo’
(XpX,) = ¢. Xo, + e Xs + 6 X,,.

Soll aber jetzt fir X,f die verlangte Bedingung erfiillt sein , SO
ist nothwendig:

(X Xo) = 0/ Xoy, (X Xp) = 05 X, (Ko Xy) = 0 X, .

Entsprechendes gilt fiir die (X, X,) u. s. w.

Da offenbar die Transformationen X, ... X, 41 mit einander
vertauschbar sind, so konnen wir einen Satz des § 4 in folgender
Weise erweitern:

In einer Gruppe vom Range 1 gehirt jede Transformation einer
(—1)fach ausgedehnten Mannigfaliigheit an, deren Transformationen
sammtlich mit einander vertauschbar sind, wofern wicht eine Trans-
formation der Gruppe mit allen ihren Transformationen vertauschbar ist.

Beilsufig machen wir noch auf folgenden Satz aufmerksam:

Wenn eine Transformation das Hauptelement einer sweigliedrigen
Untergruppe ist, so gehdrt sie einer aus mindestens 1+ 1 Gliedern ge-



Zusammensefzung von Transformationsgruppen. IL n

bildeten Untergruppe an, fir welche p == 1 ist und welche eine L-gliedrige
Untergruppe mit lauler vertauschbaren Transformalionen enthilt. Alle
diejenigen zweigliedrigen  Unlergruppen  dieser weuen Gruppe, deren
Transformationen nichl vertauschbar sind, haben die gegebene Troms-
formation zu ihrer eingliedrigen Haupluniergruppe.

Die charakteristische Gleichung war zu dem Zwecke aunfgestellt,
um zu dem gegebenen System (7,...7,) ein System (§...L) zu
finden, so dass ist:

1 (2% X, Z’gt Xs) == 92& Xt

Verschwinden alle Unterdeterminanten » — k <4~ 1" Grades von
.| identisch, so kann man k — 1 Systeme (¥) ... (5"*") finden,
so dass ist:

@ (OnX, DwX)=0---(ZnX, Znenx)=0

oder
272:7); Coxy = 0-. Z 77172; Cour o O,
&)

Z’W Yoy =0 Zm gy = 0.

Dann folgt aus den vorangehenden Entwickelungen unter der ge-
machten Einschrinkung, dass anch ist:

(3) (2"7:’ X.. 2’72;” X,) m (). (21“,’ X., Zqﬁ"“ X‘) R I

oder

@) Zﬂt Ux Coxr =0 - Zﬂc N Conr == 0.

- . . .

Ferner sind in Folge der oblgen Entwwklungen mit den Glei-
chungen (1) und (2) auch die folgenden verbunden:

@ OXD M X)=o Dt XS+
(Z'q‘u-n X Dt X)=0t 2& X/,

Diese Formeln fithren uns daza, fir I > 1 nicht die eige Gleicoung

@ — 0™, (g) + 0, () — - OPpy(n) == 0

der Untersuchung zn Grunde zu legen, sondern dawit, nachdem durch
(@) die (1), (1") - - - (q¢~") bestimmt sind, die weiteren:
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@ — &Y l) A+ o Fe(y) +---=0,
o — o™ (1) + @ () +---~—0

& — @i () @ () - = 0
zu verbivden. Nun lehren die Gleichungen (2), dass das System dieser
Gleichungen in sich abgeschlossen ist: geht man z. B. von (37 aus,
so darf man damit (%), (7). .. (%Y} in derselben Weise verbmden,
wie man (), (7). .. (%) m1t (7) verbunden hat.

Die spiteren Entwieklungen werden die Beziehung der Wurzeln
dieser Gleichungen aufs deutlichste hervortreten lassen. Hier geniige
es, anf einige Einzelheiten aufmerksam za machen. Zunndchst ent-
spricht jeder Wurzel der einen Gleichung eine ganz bestimmte Wurzel
in jeder andern. Es gehdrt eben zn jeder von Null verschiedenen
Wurzel o der ersten Gleichung nach (1) ein System (£); dies in (4)
eingesetzt, liefert die entsprechenden Wurzeln o ... a1,

Ist @, eine x -+ 1-fache Wurzel der ersten Glexchrmcr und ver-
schwinden nicht alle Unterdeterminanten — 1%» Grades von [7/,,—- G ),
so muss auch jede der entsprechenden Wurzeln mindestens eine xz -+ 1-
fache Wurzel ihrer Gleichung sein. Schliesst man fir (5), (%) ... be-
sondere Lagen aus, so gilt der Satz ganz allgemein.

Bilden @,, @, ... o™ eine Reihe entsprechender Wurzeln der
! Gleichungen:

o — oY (72) +--=0,
@ — “”‘1#’(’7) + —0;
o — 03"“1/’ (’7“"")+ =0,

so bilde man (%) als homogene lineare Functxon der (%), (n)...(p™),
indem man setzt:

=Pl Py o Pl
Bezeichnet man nun mit @, die @, entsprechende Waurzel der Glei-
chung

o — oY)+ =0,

so ist dieselbe aus den @, @, ... @Y " in derselben Weise gebildet,
wie 7, aus 7, 1, ... %Y, so dass ist:
(1)

Wy == Py@, + pgma, Rl PR
Es folgt dies unmittelbar daraus, dass mit den Gleichungen:
(XfXa) = ma Xaf) (Xr—l Xa) == ma'xaf . a0 (Xr..;+1 Xa) == m‘(:‘l) Xaf
auch die Gleichung:
(2o X +2, Xrr -+ - F pra X, X))
== (Po @ + Py 4 - -+ pa m(z~1)) X.f
verbunden ist.
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Endlich beachte man, dass die Verhiltnisse der §, £, ... &
welche der Gleichung (1) genligen, sich rational vermitielst w, ... %,
und @ auvsdricken lassen. Man erhiilt (abgesehen von speciellen Lagen)
Verhiltnisse von Functionen r — 1= Grades von w, in depen die
Coefficienten der einzelnen Potenzen homogene Functionen der y,...5
sind. Diese Verbiltnisse indern sich aber nicht, wenn man z B. @
mit & und zugleich () mit (x) vertauscht.

Im folgenden wird es sich bald mehr empfeblen, die ! einzelnen
Gleichungen

o — oly () F-- =0,
@ — oY (n) +---=0,
@ — oY, (V)= 0
zu Grunde zu legen, bald nur die eine Gleichung
o — (V)4 - =0
mit den unbestimmten Coefficienten py, p,, - . . -1 20 untersuchen.

§ 12
Ansdriickang aller Wurzeln durch 7 unter ihnen,

Wir suchen jetzt diejenigen Gruppen zu bestimmen, welche folgen-
den Bedingungen geniigen:

a) es sollen alle Unterdeterminanten r — 1 - 1= Grades, aber
nicht die r — I= Grades von |y..} identisch verschwinden;

b) fiir ein System 7, ... %, allgemeiner Lage soll die charakte-
ristische Gleichung 7 — 7 unter einander (und von Null) verschiedene
Whurzeln haben;

¢) es soll die Zahl p gleich der Zahl r der Glieder sein.

Es wird sich zeigen, dass die so definirte Zahl I gleich dem Range
der Gruppe ist.

Indem wir von den Gruppen absehen, in denen gewisse Trans-
formationen mit allen Transformationen der Gruppe vertauschbar sind,
konnen wir die beiden ersten Forderungen kiirzer in folgender Form
aussprechen: die Gleichung @ — @ 'y + @3¢, — - « == 0O hat
mindestens [ verschwindende Wurzeln; sie besitzst aber fiir gewisse
Werthe der Constanten gerade r — ! von Null und unter einander
verschiedene Wurzeln. Wir wihlen jetzt X,f als eine gans sligemeine
Transformation; X,—if ... Xp—ipaf sollen mit ibr vertauschbar sein,
Dann wissen wir, dass auch die letzteren unter einander vertauschbar
sind. Ferner konnen wir die X,f, X,f... X,if so wiblen, dass
fir a=1...r — 1 ist:

(1 (X, X)) = 0 Xof.
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Wie im vorigen Paragraphen bewiesen, ist dann anch:

(Y} (Xis X,} =@y Xaf, « o (xﬁzq-: Xa} fod W{;‘X} X.f-

Um die verschiedenen Beziehungen, in demen die Wurzeln der
charakteristischen Gleichung hier aufiveten, recht scharf aus einander
z0 halten, wollen wir die sivomilichen Wurzeln, welche dieselbe fiir
feste Werthe von 7, .. .7, besiizt, als ein Wurzelsystem bezeichnen;
dagegen sollen solche Wurzeln, welche nach passender Wahl von

als- ¢ine Reihe entsprechender Wurzeln oder auch als Wurzelreihe be-
zeichnet werden; wo kein Missverstindniss zu befiirchten ist, soll im
letzteren Falle auch nur von einer Wurzel gesprochen werden,

Nun bilde man die Jacobi’sche Relation fir (7, 8), (r — 1L, f8)...
und erhdlt die Gleichungen:

@) Con(@at05—) =0, a0+ ~0)=0...,
{3} 6513‘9(&)«*}- fép) = 0, 8(,;?{(0;-{"@5') ==0....

Hier bedeuten «, B, y... Nommern der Reihe 1...r —1 und
@, ¢ Nommern der Rethe » — 1 1...9. Dies liefert den Satz:

Sind o und B irgend swei unter den Nummern 1...r ~ 1, so
wird wnler den angegebenen Bedingungen jedes (Xo Xy), welches nicht
verschwindet, entweder durch eine einzige der X,f . . . Xosf oder durch
einige der Xo_ppaf . . . X,f dargestellt; soll die erstere Darstellung mig-
lich sein, so muss die Summe je zweier enfsprechender zu X.f und
X.f gehirender Wurzeln eine neue Wurzel licfern; die sweite Dar-
stellung ist nur miglich, wenn jede pu Xof gehbrige Wurzel entgegen-
gesetzt glesch st der endsprechenden zu Xsf gehirigen Wurzel.

Da alle (X, X,). .. (Xoy2 Xo) durch X,f. .. X,_,f ausgedriickt
werden, miissen sich, damit p == r ist, mindestens ! Ausdriicke (X, X5
fir @,fe=1...7r —1 dureh X, puf... X,f darstellen lassen und
die aus den zugehdrigen P Coefficienten Capy gebildete Determinante
muss von Null verschieden sein. Diese Ausdriicke seien

(X Xi), (X Xige) o (X Xr).
Dann ist:
@y 4 gy =0, @ F anps=0...0; 4 @z, ==0.

Indem wir die bisherige Bezeichnung fir die Marken beibehalten,
wonach «, 8, 7 ... Nummern der Reihe 1...r—1, g, 5 solche der
Reihe r~1-41...r sind, setzen wir jetzh fest, dass ¢,%,4...0,%,7..,
Nummern der Reihe 1...27 bezeichuen sollen, und zwar soll die
Wahl stets 50 getroffen werden, dass (X, X;) sich durch D ST S
darstellt, also auch @, 4 @y = 0 ist. Endlich soll » eine der Marken
0...1~ 1 bezeichnen.
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Danp muss sein:

(4) (X, Xc’) = 9¢Xr + 3:’Xr-l + b + eﬁ“*“xr-ﬂ-lf;
und es ist offenbar:
5) & et =0,
Die aus den Coefficienten £ gebildete Determinante mnss von
Null verschieden sein,

Indem wir diese Bezeichnung benutzen, bilden wir die Jucobische
Relation fiir (¢, ¢, ) und erhalten:

(6) €6, -+ e 6);, + e + Csl -0 w(:-‘) T - 2! (Ciaw Coaa ™ Cron cmr)-

Wenn die linke Seite dieser Gleichung nicht verschwindet, so

muss zom mindesten eines der 2(r—1) Producte

Ciat Cotay Coad Cisay - « » Cial Cutay Cva Catg » v »
von Null verschieden sein. Somit muss in diesem Falle entweder
o + o oder ©f) — @ eine Wurzel sein oder sowobl ol 4w
als @ — @. Das giebt den Satz:

Ist e eine von ¢ und o verschiedene Zahl der Reihe 1...r — 1,
und €0, + - - - -+ & Vo™ von Null verschicden, so erhilt man durch
Addition oder Subtraction von @ su & oder durch beide Operationen
eine neue Reihe entsprechender Wurzeln.

Wir gehen jetzt von einer Wurzelreihe aus, fiir welche die linke
Seite von (6) nicht verschwindet und suchen alle weitern Wurzeln, zu
denen man durch Addition und Subtraction von of" gelangt. Die
entsprechenden Marken bezeichnen wir mit @y, ;... & und ordnen
dieselben in der Weise, dass ist:

ol = ok, + @), @, = 0+ 20, - - O, = 0y, 4 X, .
Bilden wir jetzt die Gleichung (8) fir &, so wird nur das erste
Product vorkommen, und zwar fir & = «,; dieselbe Gleichung fiir «,
angewandt erfordert, dass im ersten Product & == «,, im zweiten & == &,
gesetzt wird u. s. w. Wird endlich &, fir « gesetzt, so bat man im
sweiten Product & = @, zu setzen. Addirt man alle diese Gleichungen,
so verschwindet die rechte Seite und es ergiebt sich das Resultat:

2o+ 20 €@ Fx0) + - - + &7 Qo420 ™) = 0,
wo x eine ganze positive Zahl ist. Hierin kann man & durch
@, &, ... &, erseizen, Wenn man nur x durch  —2,2x—4,...,—x
ersetzt. Somit schliessen wir:
Ist
(XlXt’) = 8¢er+ el' Xr—!f+ i + g}l'l) Xr~4+!f:
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30 kann man zu jeder Reihe entsprechender Wurzeln o, . .. a& eine
ganze positive oder negative Zahl as, (mit Einschluss der Null) so zu-
ordren, dass die Gi‘eédmngbesieht-

@ Zefff(wuammﬁ*)___o

Ferner muss, weamaemeganzeZakZiet welche mwischen O und
Gy, liegt, auch o 4 ac eine Wurzel sein.

Den letzten Thexl dxeses Satzes konnen wir, wie die vorstehende
Entwicklung lehrt, noch in folgender Weise erweitern: Wenn fiir
ein ganzzahliges b, welches das enigegengesetzte Vorzeichen von au,
hat, @, + beo, eine Wurzel ist, so wird for b -+ ¢=aq,, auch
g~ o, eine Wurzel darstellen; zugleich werden aber auch fiir jedes
zwischen O und b gelegene b und fir jedes zwischen O und ¢ gelegene
¢ sowoh! @, - b, wie m, 4 e, Wurzeln sein.

Der bei der Entwicklung ausgeschlossene Fall, dass die linke Seite
von (6) verschwindet, ist im Resultafe ebenfalls enthalten, da alsdann
Gq == 0 ist. Wenn dieser Fall einiritt und zugleich mit @' und o
auch o 4 aw® eine Wurzel ist, so muss es anch o — aw", sowie
o -4 bol) sein, wenn b zwischen O und a liegt.

In der Gleichung (7) kann man auch « == ¢ wihlen, wenn man
4, == — 2 setzt.

Wir fihren folgende Abkiirzungen ein:

® 2"‘3(1') “"1’)="‘”2E1’23‘2'} of}=—2E,...,

Zleymy} —~—2E,.
Dann folgt aus (7):
© vt el = a.F,

Da die Determinante der ¢ nicht verschwindet, so lassen sich
Coefficienten g,, so bestimmen, dass ist:

(10) o) = am E, o + au-?Ezgg’) + ot aw EJQP’-
Hier darf man & auch ==1...1setzen, wobei die g sich nicht
dndern, so dass sich ergiebb:

0™ = a, B g™ + a,, B, g™ - - - - + a, Eg»,
(109 @, = a.,, 19‘1“’ + Ay, Ezgz(v) + + ﬂﬂzExgz")

O = ay 191") "f‘ 83 E«Qa"’ ‘f' + au Ez 9;"’“
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Gy Gyy + - Gul
Wenn jetzt die Determinante af" a‘-’? o nicht verschwindet,

Gy G ... 8y
so lassen sich rationale Zahlen A ...k so finden, dass ist

G = Ryt G1x + Bzt + o b hgan fir xe==1...1.
Dann ergiebt sich aus den Gleichungen (10) und (30):

O =hpo, +haoy, -4 Ry,
) o) ==k, 4 haw, F+ -4 hgo),

R

Diese Entwicklung fithrt anf den fur die Zusammensetzung der
Gruppen fundamentalen Satz:

Unler den angegebenen Bedingungen , dass p == r ist und dass die
charakierisitsche Gleichung 1 verschwindende und v — 1 von einander
und von Null verschiedene Wurszeln hot, lassen sich die sdmmtlichen
r — I nicht verschaoindenden Wurszeln als lineare homogene Funetionen
von 1 under ihnen darstellen; die Coefficienten sind rationale Zalden und
dndern sich wicht, wenn man zu drgend cinem andern Wurzelsystom
Hbergehd.

Beiliufig folgt sus diesem Satze, dass [ wirklich den Rang der
Gruppe darstellt, wofern nor die avs den * Wurzeln o gebildete
Determinante nicht verschwindet. Da nimlich alle Wurzeln durch
1 ausgedriickt werden und durch keine geringere Zahl, so gilt dasselbe
von den Fonctionen ¥, (1), v,(n) ... ¢¥p-y). Das Verschwinden der
genannten Determinante verlangt aber, dass die’ Gruppe eine aus-
gezeichnete Untergrappe besitzt, welcher Fall ausgeschlossen ist.

Beim Beweise ist der Fall ausgeschlossen, dass die aus den a,
fur ¢, 2 =1...1 gebildete Determinante gleich Null ist. Der folgende
Paragraph wird uns aber zeigen, dass die im fritheren Lehrsatz (G (7))
fir a. gefundenen Beziehungen diesen Fall nicht gestatten.

Hitten wir noch den Fall ansschliessen wollen, dass die aus den
Waurzeln o fir es=1...1, #==0...1— 1 gebildete Determinante
gleich Null ist, so bitten wir den Beweis des vorangehenden Lebrsatzes
einfacher gestalten kounen. Wir hielten es aber fir wichtig, einen
Beweis mitzutheilen, welcher diesen Fall mitumfasst.

Mathematsche Anvalen, XXXIIL
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§ 13,
Eigenschaften des aus den a.. gebildeten Systems.

Wir schen in den zundchst folgenden Paragraphen von dem
Schlussresultat des vorigen Paragraphen ganz ab und beriicksichfigen
nar die Gleichung (7)
¢)] et e @)+ -+l

+aule o e o/ 4 a7 =0
wenn auch die Marke « nur auf die Nummern 1, . . I beschrinkt wird.
Hier tritt ein System von P Coefficienten ., auf, wenn die Marken
i, % die Reihe 1...1 durchlaufen. Dabei ist o, =g,y =---=gy=—2.
Die abrigen konnen keineswegs beliebig gewahlt werden, da der der
Formel (7) § 12 beigegebene Lehrsatz anf Wurzeln
L Y e L

fithrt und deren Zahl unendlich gross wird, wenn nicht zwischen den
@, besiimmte Bezichungen bestehen. Wir wollen pur diejenigen
Wourzelns beriicksichtigen, welche nach diesem Lehrsatz aus einer vor-
liegenden auf einem ganz bestimmten Wege erhalten werden.

Es sei also m @, + - - - + mw; eine beliebige Wurzel, wo die
my . ..m; ganze Zahlen mit Einschluoss von Null sind. Man setze
diese Warzel statt o, in die Gleichung (7) § 12 ein und nehme o,
statt o,* An Stelle der Zahl ¢., gelangt man dann zu der Zahl:

- 2y + Mady + - - - 4 Man.
Somit wuss mit Em, ©, mindestens die Wurzel Zm, o, vorhanden
sein, wo
My =y, Wy ==y T ==y, My == e Wy My Gy e an
ist, Auf diese Wurzel wendet man dieselbe Betrachiung an fiir @,
wobel die Zabl a ist == Im, a3, und daher kommt noch mindestens
die Warzel vor: Zm,"o,, wo ist
ml” — m’t} ma" - ”;3', R m"' i m‘l’

My =y Gy — M+ My gy - - - - s
Fir die gefundene Wurzel suche man die Zahl a,s in Bezug auf o,
und schliesse auf das Vorhandensein einer Wurzel Em,” @,, u. 5. W.
Nachdem man so auf eine Wurzel Zmf~Y o, gekommen ist, sucht man
fir sie die dem a., entsprechende Zahl in Bezug auf o; und schliesst
danp auf das Vorhandensein der Wurzel ZmfPw,, wo ist:

m&a . mf-“, mgz) . mg—-—x) e mﬁ, — mﬁ_"‘;‘},

h i1 (ot . -1 — gl
w = mi~Na, -+ mf~Va, + -+ m-Na, mi-,

—-1,1
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Indens man nur diese letxte Wurzel beridicksichiigt, gelsngt man
zu dem Safze:

Sobald die charakteristische Gleichung eine Wurzel w0, hat,
besitzt sie swn mindesien noch wine weilore Wursed Zb, mow,, w6 sich
die Coefficienten b nach folgenden Regeln berechnen lassen:

A=l
fiir ¢ == 3 st buwhxyfbgeav — 1,

o
@) fiir ¢ > % ist bu = Dibg tge + i,
3

A ]
fiir o < % ist by == by g
1
Somit erkennen wir, dass alle diejenigen Systeme von Grossen
iy, thy 0. 5. W. welche man dorch wiederholte Anwendung der Sub-
stitntion ;

s —
M= Db, Myw= Pimi b, ..

erhilt, eine nene Wurzel der charskteristischen Gleichung bestimmen,
Die Substitation b,, muss also, beliebig oft wiederholt, nur eine ends
liche Zahl von Systemen wi, liefern, oder da die Delerminante der
b, wie man leicht sieht und untes noch besonders geveigt werden
soll, gleich (—1¥ ist, so muas diese Sabstitution nach einer gewissen
Zabl von Wiederholungen die identische Bubstitution erzeugen, Die
nothwendigen und hinreichenden Bedingungen bierftir hat Herr
Lipschitz,, gestiitzt auf Arbeiten anderer Mathematiker, im 10. Bande
der Acts wathematica (8. 137f) in folgender einfacher Weise zusam-
mengeafasst:

Soll die Substitution b,, nach g-facher Wiederholung in die identiache
Substitution fibergehen, so mugs die Determinante:

;&“ -8 bx: .. IJ;;

by by—s... by

. e » . EEE

'bn bﬂ reo by—8

nur fiir solche Werthe von s, welche p Wurzeln der Einheit sind,

verschwinden, und zngleich miissen ibre simmtlichen Elementartheiler

von der ersten Ordnung sein, wo die letztere Bedingung daranf hinaus-

kommt, dass der gemeinschaftliche Theiler der simmtlichen partialen

Determinanten der (I — 1y* Ordnung, durch die Determinante dividirt,

gleich einem Bruch wird, dessen Zihler constant und dessen Neonner
2‘

S

®)
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gleich einem Product aus linearen Functionen von s ist, die alle unter
einander verschieden sind.

Gleichwie die durch die Coefficienten b, fiir ¢, x=1.--1 be-
stimmte Transformation durch eine endliche Zahl von Wiederholangen
anf die identische Substitution fithrt, muss such jede Transformation,
fiir welche die Marken ¢, x auf die I — 4 ersten Zahlen 1...1— 2
beschrinkt wird, bei einer gewissen Zahl von Wiederholungen auf die
urspriingliche Wurzel zurickfibren. Endlich darf man natiirlich anch
die Marken 1.. .7 beliebig vertauschen. Demnach kénnen wir jetzt
folgenden Satz aussprechen:

Um Bedingungen dafir su erhalten, dass das System der Coef-
ficienten a. 2u einer Gruppe fikrt, bilde man nach der Vorschrift (2)
die 1 Grissen b, und aus diesen und ciner belichig verdmderlichen
Grosse s die Determinarde (3); dann muss sundchst diese Determinante
nur Elementartheiler der ersten Ordnumg besitzen und diese miissen die

2kni

Form s —e “ haben, wo & und u ganze Zahlen sind; fermer muss
Jjede Determinante, welche aus (3) durch Weglassung der letsten A (fiir
Ae=1...1—2) Verlicalrethen erhalien wird, denselben beiden Be-
dingungen geniigen. Sobald hieraus eine Bezichung zwischen den Coef-
ficienten a.. hergeleilel ist, miissen auch diejenigen Relationen bestehen,
welche man aqus der ersten durch beliebige Permutation der Nummern
1...1 erhiils.

Subtrahirt man in der Determinante |bu. — 85| von der len
({— )= .. 2t Horizontalreibe die mit gewissen Factoren multiplicirten
vorangehenden Reihen und beriicksichtigt die Relationen (2), so erhalten
wir folgende Form der Determinante:

|l—s—1 oy Gy ... an

I s —s—1 Ggp .
4) i @S @8 —Ss—1... oap

{ . e e .o

’ ays ans ays R e |

Ersetzt man in dieser Determinante s durch —:— und multiplicirt

mit &, so werden die Glieder der Diagonale ungeindert bleiben;
dagegen werden in jeder Horizontalreihe die Glieder links von der
Disgonale den Factor s verlieren und die Glieder rechts von der-
selben diesen Factor erhalten. Beildufig ergiebt sich daraus, dass die
Determinante |3.| den Werth (— 1) hat. Schreibt man die Deter-
minante (3) oder (4) in der Form:

5 (= + M s M52 .. -+ My s+ 1},

so wird jeder Coefficient M, ; aus M, dadurch erhalten, dass man
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jedes in M, enthaliene an durch a. enelel. Um z. B. den Coef
ficienten M, anzugeben, setze man fest, dass fiir jedes ¢ sein soll
by <<y <ty << gy
daon isé: o
M, o= —1 +2“«ma~m ‘*’2“‘-«‘1&«“@« +2“uhaw%uaw
ety

LY &ty
e Gty L BirGa

Dann wird M,_; erhalten, wenn mau jedes a, mit 4, vertauschi;
demnach ist:

M= —14 Zf By, i e, 4 2; LN P 2; Bayr, ayiy Crgs, Ry

iy G ayty 4oy
o G B3 - - G830y G

Jedes M, besteht aus Aggregaten der Form 4, d., 8q -« - - Gegess
wo die vorstehende Bedingung wegen der Grosse der Marken ¢,...¢,
nicht mehr erfiilllt zu sein braucht. Kennt man alle solchen Aggregate,
welche in M, vorkommen, so kann wman hieraus in der angegebenen
Weise M,_; herleiten.

Wenn der Ausdruck (§) fiir « 4 Bi verschwindet, so muss er

auch fiir ¢ — fi = -&—-:::3;« gleich Null werden. Demnach ist filr jedes

% nothwendig M, == M, ;. Da dasselbe auch fiir jedes aus weniger
Nummern gebildete Systew gilt, so milssen folgende Gleichungen be-
stehen:

Coyoy Gyt Qi o, ™ Qi Geyt, Ry y

Ly 1y By rg Bty 1y Tty == Gtgty Gty Uy 1, By
(6) - - - » > - = - - > -

Qs By, By, - - - a‘("‘i “ a‘g“ == a‘i"?"" 3?,_;‘?_3 PRFIN N X ﬁga{,

- - - - - = » - - . L . * - . > - x

Gy Bn g+« Cpmr, 18y == G ey « o v Ggy Qg gy Ga1s

Wenn umgekebrt diese Gleichungen fir jede Wahl der Nummern
by by . + . exfdllt sind, so ist auch jedes M, = M, ;.

Wenn die Gleichung &+ M &1 ...+ 1 =0 cine Wuorzel
= -} 1 hat, so muss dieselbe eine Doppelwurzel sein. Somit miissen
fir dieselbe anch alle Unterdeterminanten (I — 1)** Grades von
i bux — S5 | verschwinden, speciell der Coefficient von by — s. Dieser
stellt aber eine ganz gleich gebildete Determinante dar und daber muss
aoch hierin s = 1 eime Doppelwnrzel sein. Indem man diese Be-
trachtung forisetzt, gelangt maun schliesslich zu dem Resultate, dass
by s oder — 13 fiir s==1 verschwindet, was nicht apgeht.
Somit folgt:
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Die Delerminante (3) oder (4) kann wickt fiir s = 1 verschwinden.

Fiir 5 == 1 gehi die genannte Determinante in { o] Gber. Folglich
darf auch die letzlere nicht verschwinden, was man aunch leicht divect
ans der Forderung herleiten kanu, dass die Zahl der Wurzeln @ eine
endliche sein muss,- Hierauf wollen wir jedoch nicht niber eingehen,
vielmehr die vorstehenden Entwicklungen daza benutzen, um bestimmte
Grenzen fir_ die Determinante ja.,] anzngeben. Da die Function
s+ Ms-1-f .-+ 1 por fir Waorzeln der Einheit verschwindet,
so muss thr Werth filr s == 1 zwischen O und 2¢ eingeschlossen sein,
Somit ist auch die Determinante der g, zwischen den Werthen Null
und (~~2¥ eingeschlossen; der Werth Null muss, wie bemerkt aus-
geschlossen werden. Das lefert die Sitze:

Die Delerminante aus den Coefficienten o, liegt zwischen (—2)
wund Null, und zwar Lann sie den ersteren Werth erhalten, den letzsteren
aber wicht,

Wahit man ous den Nummern 1...1 irgend o(<1) Nummern
&y » o« b beliebig aus wund bildet die Determinante der 0° Grissen ay,
wo x, A dic ¢ Nummern v, ., .1, annchmen kinnen, so lVegt die qus
diesenr Nummern gebildele Delerminante zwischen (—2)¢ und Null,
swobes der letstere Werlh ausgeschlossen ist.

Speciell ergiebt sich hierans fir p = 2, wenn man noch beriick-
sichtigt, dass fiir gleiche Wurzeln die Unterdeterminanten verschwinden
miissen:

Das Product a. a« kann nur die Werthe 0,1, 2, 3 erhalien, und
den Werth Null nur, wenn sowohl a. als a. verschwindet,

Fir ein ungerades 7 kaun man (5) auch in der Form schreiben:

~{e+n + M-t +--‘+M§(s£?+f;)};
H

demnach ist diese Form fiir s = 1 mothwendig gleich. einer. geraden
Zahl. Somit folgt:

Nimmt man aus den Zablen 1...7 eine ungerade Zahl ¢ von
Marken 4, .. .4, heraus, und bildet die Determinante

a‘,t, a&;&! A atxte

Coyry, Quyyy « o, a“‘?
3

Gge Gigiy o gy
so ist deren Werth eine gerade Zahl.
Gehen wir von einer beliebigen Worzel Zm, 0, aus und wenden

darauf die Trans_formatian bu an, ‘'so erhalten wir g verschiedene
Woarzeln, wenn die simmtlichen Wurzeln der Gleichung [by — B s]=0
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g, aber nicht niedrigere Wurzeln der Einheit sind. Eine belichige

hierin nicht enthaltene Wurzel fibrt durch dieselbe Operstion wieder
anf g weitere Wurzeln n, s. w. Daber folgt der Sata:

Dic Zakl der Wurseln der charaklerislischen Glackwng ist cin

Viclfaches der Memsten Zahl p, welche der Bedingumg geniigh, dass
dieﬂmm@}oéa(é)m.&dvrmv~liﬁ.

§ 14,
Eintheilung der aus den 4., gebildeten Systeme,

Ehe wir weiter gehen, milssen wir einige Definitionen aufstellen.
Withlen wir ans den I Nummern 1...1 eine kleinere Zahl o aus:
4174 - - - 4y, und lassen die beiden Marken x und 4 von g, sich nur
diber ¢, ¢, . . . tp erstrecken, so heisst das durch diese g* Coefficienten
gebildete System ein Untersystem p* Ordnung. Jedes solche Unter-
system fibrt, wenn nicht alle seine ausserbalb der Diagonale steben-
den Coefficienten Null sind, von den Wurzeln + @, ... 1+ @, =
weiteren Wurzeln; diese werden als sbbingig von den ¢ gepannten
Waurzeln bezeichnet. Dagegen sind alle andern Wurzeln, welche aus
@, ... @ vermittelst des Systems I Ordnung hergeleitet werden,
unabhiingig von jenen 2¢ und den durch das Untersystem abgeleiteten
Warzeln.

Wenn a. == 0 ist, so wissen wir, dass anch ., -0 ist. Nup
ist es ganz gut mbglich, dass mehrere Grissen g, gleich Null werden,
ohne dass der Charakter des Systems irgend geiindert wird. Um zu
einem durchgreifenden Unterschiede zu gelangen, stellen wir folgende
Befrachtung an. Wir gehen von einer beliebigen Marke ¢ aus und
suchen alle disjenigen von : verschiedenen Marken ¢, ¢y, 4 - - ., fOr
welche du,, @, , Gu, . » - von Null verschieden sind. Wenn ¢, 4,4, . ..
noch nicht alle I Marken 1...1 sind, so suche man jetet alle von
£y &4, by . .  verschiedenen Marken ¢, ¢,, ... fir welche a.,.,, 41, - - -
nicht verschwinden; ebenso alle noch nicht gefundemen Marken
inys tag -« -, flir welehe G..,, 4. ... von Null verschieden sind u. 8. f.
Jetzt amd zwei Falle moglich:- entweder gelangt man durch Fort-
selzung dieser Betrachtung 2u allen I Marken oder man bleibt inner-
halb einer (durch die zuerst gewahlte Marke ¢ bestimmien) kleineren
Anzahl. Ist das erstere der Fall, so wird man durch diese Operation
stets zn allen Marken gelangen , von welcher Marke man auch ausgeht.
Demnach ist hierdurck ein wesentlicher Unterschied der Systeme be-
griindet: ein solches heisst einfach, wenn die Operation zu allen Marken
fohrt; im anderen Falle heisst es susammengesetsl. So ist das System
fﬂnfter Ordweng zussmmengeselzt, wenn
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Gyy == Ggy = Gy3 == Gy == @y, = @5y = 0
ist; ebenso ist ein System ¥< Ordnung zusammengesetzt, wenn die
Gy G, - .« Q-1 sémmtlich verschwinden. Es geniigt, die einfachen
Systewe aufzusuchen, und diese Aufgabe wird dorch folgenden Lehr-
satz wesentlich erleichtert, dessen Beweis keiner Ausfilbrung bedarf:

Ist ein System Ve Ordnung einfach, so ist unter dessen | Unber-
systemen (L — 1y Ordnung mindestens eins ebenfalls einfach.

Die angegebeue Eintheilung der ans den a,, gebildeten Systeme
begriindet eine gleiche fiir die zugehorigen Wurzeln. Wir gehen von
viner Wurzel @, aus, suchen alle Wurzeln m, 0, - - - 4 ma,, fir
welehe m, von Null verschieden ist, und merken uns diejenigen Wurzeln
©,, @, ..., fir welche bei nicht verschwindendem m, auch m,, m, ...
von Null verschieden sind. Dieselbe Betrachtung stellen wir jetzt fiir
My, M, . .. an und fahren damit fort, bis wir auf diesem Wege nicht
mebr zu neuen Marken gelangen. Jenachdem das System der 4 ein-
fach oder zusammengesetzt ist, kommen wir hierdureh zu allen
1 Marken oder bleiben innerhalb einer kleineren Anzahl,

Zu einer weiteren Eintheilung gelangt man durch folgende Be-
trachtung. Es wird sich im folgeuden zeigen, dass die charakteristischen
Eigenschaften der 21 Wurzeln @, —w, . .. @, — @, auch jeder Wurzel
My 6y - My + -+ « - myax, zukommen, wofern die letztere durch das
swischen den ersten Wurzelu bestehende System a., gefordert ist.
Sobald aber das System der a, fiir die ersten 21 Wurzeln gegeben ist
und alle durch dasselbe geforderten weiteren Wurzeln bestimmt sind,
kann man uwnmittelbar fir irgend zwei Warzeln @,, und @, die Coef-
ficienten Guo, Und 4a,q, bestinmmen. Wihlt man nun irgend ! von
einander unabhingige avs den Wurzeln aus und sucht das zugehdrige
System der a., so sind bei den getroffenen Festsetzungen nur zwei
Fille moglich: a) die Gesammtheit der Wurzeln fillt in beiden Fillen
zusammen, b) der zweite Fall liefert nur einen Theil der im ersten
Falle erhaltenen Wurzeln. Der erste Fall erfordert keineswegs, dass
die Systeme 4., und a,; identisch werden. So liefert die Voraussetzung,
dass fiir I =3 bei ungleichen ¢, x jedes a, = —1 ist, die Wurzeln:

+ o, Fa,, + ey, + (0 —w,), 4+ (0, —wy), + (—w,).
Setzt man aber

¢ . *

. @y ==y, 0, = 6y, @ == @y — g,

so wird
’ ’ . ’

an==a21=an=aaa—-—l, a,;:a&{_ﬁo;

und das zweite System fiihrt zu den Wurzeln:

ta/, +o), oy, +(a, —ay), 4 (@, —ay) +(0] —6, +ay),
welche den friber angegebenen gleich sind. In diesem und in Zhnlichen
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Fillen, wo die beiden Systeme zn denselben Wurzeln fithren, beissen
sie dguivalent.

Man kaon dasselbe anch aof folgende Weise ausdricken. Fér
das System a. gebe man von den Wurzeln @, ... &, sus, fir 4. von
@ .../, Wenn es nun miglich ist, durch eine homogene lineare
Transformation, welche o, . . .&; iIn .. @ uwwandelt, alle
Wurzeln des einen Systems in die des andern mazuwsndeln, so heisgen
die Wurzelsysteme und damit die Systeme a,. und a4y Squivalent.

§ 15.
Angabe aller einfachen, nicht Zquivalenten Systems.

Da die zusammengesetzten Systeme von selbst in einfache zerfallen,
50 geniigt es, nur die einfachen Systeme auzugeben. Auch werden
wir Gquivalente Systeme als identisch betrachten und demnach die
vielleicht nicht unwichtige Frage nach der Umgestaltung eines Systerns
in ein iiquivalentes nicht untersuchen. Zwar wiirde ein tieferes Ein-
gehen auf die im § 13 kurz entwickelte Theorie ohne Zweifel die
folgende Untersuchung wesentlich erleichtern; aber da die folgenden
Entwicklongen, abgeschen von der zunichst vorliegenden Frage, auch
fiir einige Sitze der §§ 17 und 18 nicht enthebrt werden kiunen, so
wollen wir uns mit den aufzefundenen Resultaten begnligen und unier-
suchen, ob dieselben uns zu allen Systemen hinfihren.

Fiir { == 2 muss, damit das Bystem einfach ist, das Product ¢,,a,
einen der Werthe 1, 2, 3 haben. Diese drei Fille sind atch simmtlich
mbglich, so dass wir den Satz erhalten:

Fiir 1==2 gieht es drei Systeme der Coefficienien a.., welche wir
als IT 4), II B), II C) unterscheiden wollen. Fiir 11 A) kinnen wir
Gy == Gy == — 1 selgen, so dass wir die Wurzen erhalien:

+ @y, @y, (0, —a,).
Fiir II B) ist: ay = — 1, @y = — 2, und die Wurzeln sind:
+ @y, & oy, & (0, —0,), £ 20, —a,).

Fir IIC) ist ay, = — 1, @y ==— 3, s0 dass die Wurzeln vor-
kommen:
+a, Lo, (0,0, +Qo—a), +B0—a,), +(@Be,—2a,).

Die Determinante (3) oder (4) § 13 Licfert ausgerechnet im Falle A):
s s+ 1, im Falle B): s°4 1, und im Falle C): §* — s+ 1;
dieselbe verschwindet bei A) fur dritte, bei B) fiir vierte und bei C)
fiir sechste Wurseln der Einheit,

Um die einfachen Systeme dritter Ordnung zu erhalten, gehen
wir von einem der drei einfachen Systeme zweiter Ordnung aus und
bestimmen die Coefficienten a5, @y, , Gu5, 03, 50, dass sie den Forderungen
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des § 13 geutigen. Diese Herleitung ldsst sich aber im wesentlichen
in derselben Weise fir ein beliebiges ! durchfiihren. Wir nehmen also
jetat an, wir wiren, entsprechend dem Falle II A), fiir die Zabl 7 — 1
zn einem Systeme gelangt, in welchem fir ¢, x=1...7—1 und
¢ 2 « jedesmal G = — 1 ist, und wollen untersuchen, welche Werthe

wir den aj, und aq noch beilegen kbnnen. Dann gelten in Folge der
Gleichungen (6) § 13 die Beziehungen:

{1) Quetay == Oy

fiir irgend zwei Marken x, 2. Unter den I — 1 Producten a,; @, mdgen
« gleich Null sein, und wir erinnern daran, dass in jedem solchen
Producte beide Factoren gleich Null sind. Alle nicht verschwindenden
Prodocte haben in Folge von (1) denselben Werth, welcher mit m
bezeichnet werden soll. Zugleich ist 4, = ag und qu = a3, wofern
keiner dieser Coefficienten verschwindet. Bezeichne ich die Determinante
der P Coefficienten 4 mit A, so ist:

(—1YA =21~ (l--i)E i tx »—1-2 G an
xZ
=2l — (I—1) {—1—e)m + (—a—1) (l~a—2)m
=2l = (l—a—1) (a4 1)m.
Bei constanten Werthen von [ und m wird die linke Seite ab-

S Eo) . .
nehmen, wenn « von O bis ——-= zunimmt, und dann bei wachsendem

« wieder zunehmen. Soll daher die rechte Seite positiv bleiben, so
muss fiir I > 8 die Zahl « einen der vier Werthe 0, 1, 1 — 3, I — 2
annehmen; fiir I < 6 sind damit alle fiir « mbglichen Werthe ange-
geben; fiir ] =6, 7, 8§ kommen noch die Werthe « =2, [ == 3 hinzu,
Ausserdem sieht man, dass flir ¢ = 0 oder =1 — 2 fiir m die beiden
Werthe 1 und 2, fiir die andern Werthe von o nur der Werth 1
zalissig ist.

Wir sehen zu, ob den so gefandenen Coefficienten jedesmal ein
geschlossenes System von Wurzeln entspricht, und ob einige dieser
Systeme Hquivalent sind.

Nebmen wir zunfichst @ == 0, m == 1, so kénnen auch die hinzu-
kommenden ay und g, gleich — 1 genommen werden. Die Warzeln
sind @, @y . 0y, O — @y... @ — @, .. g — &; (wo die ent-
gegengesetzt gleichen Wurzeln, wie auch im Folgenden nicht mit
aufgefihrt sind). Ersetzen wir-e; durch @, —o;, 50 Wird gy —a, == — 1 ,
aber fir x 24 immer: 4z = @j =0, Die Annahme: & = 1 — 2,
m == 1 liefert also ein mit dem vorigen Zquivalentes System.

Wir untersuchen jetzt & =0, m =2, und zwar zuniichst den
Fall, dass jedes @i — 1, gg = — 2 ist. Zu den Warzeln
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@ ... 6y, @y — @ kommen dann noch hinzu: ©; — @, 26; — @y,
2@, — o, — @1, Die Ersetzung von o, durch 20, o, oder 20, @3
indert die an vnd @, nicht; wenn man aber statt @; die Wurzel
— @, + &, wihlt, so wird g, = — 2, g = — 1, a3} == a;] == 0;
somit fithrt die Annabme & == ] — 2 wieder auf dieselben Wuarzeln,

Wenn fiir ¢ ==0, m==2 jedes @y== — 2, doyo=—1 ist, s0
missen ausser o, ... und @, — @ noch die Wureeln vorhanden
sein: @, — &, 20, — @, @x - @3~ @ Vertauscht man hier o
durch 2@, — o, 30 wird a4, == — 1, == —2, dagegen fiir
xZd: ai=0.

Endlich gehen wir zu der Apnahme iber, dass « = 1 und damit
e 1 oist, Es sel ayay e - - - o= @ @ipmew= 1, Gy mm Gy == 0
Zu den darch das Untersystem (I — 1)** Ordnung bestimmien Wurzeln:
@ ... 0, 0, — @ kommen dann noch folgende hinzn:

Wy~ @y @y — Dy — Dy, Wy + @y — ey — i,
wo g und ¥ zwei Nummern der Reihe 1.. .7 — 2 bezeichnen. Ersetzt
man @, durch @, — @;, 50 Wird ans=ayi==—1, @ a=a/y1=—1,
dagegen a, == 0. Daher fihrt die Annahme @¢e=[-—3 zu ¢inem
fquivalenten System.

Somit sind wir zu dem Satze gelangt:

Fiir jedes 1> 3 gicbt es mindestens vier wesentlich verschiedene
einfache Systeme der Cogfficienten a,.. Dieselben kimnen in folgender
Weise charakterisirt werden:

I System A) ist jedes ausserhalb der Diagonale stehende . gleick
—1; fir p,ve=1...1sind diec Wurzeln + wu, - (0,~=wv).

Fiir das System B) sefze man, wenn y und v ungleiche Nummern
der Reike ¢ ... 1— 1 sind:

aﬁ,ﬁﬁs‘*ﬁi, agﬁm“ﬁl, a‘uw‘w"?.
Dann sind die vorkommenden Wurzeln:
o oy, F(0u—ay), T {@—e), + (20— o),
4 (26— 0, —0,).

Fiir das System C) selze man e = — 1, @ = — 2, @u= —1,
wenn wieder w, v verschiedene Nummern der Reihe 1...1 — 1 be-
zeichnen. Dann sind die Wurzeln

+ o, -t 4+ (0 — @), + (@p— w0, +(2a,—ai,
“+ (@ ay— ).
Fiir das System D) sollen g, v verschiedene Nummern der Reihe
1...1—2 sein, und
duv=—1, Oy | 1=y u==—1, By = gy = 1 By, o Gy gy (),

Das System fiihrt zu den Wurzeln:
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Fo o, Flop—0), + (00— o), (e —a),
(@ )y @), A (0 Oy Gy 63)).

Unter den Uniersystemen (1— 1y Ordnung ist mindestens eins ent-
sprechend der Form A gebildet.

Fiir V=3 wird das System D) dquivalent s A).

Die Delerminante (3} § 13 giebt fiir A) ausgerechnet:

Fob I s 1,

fir BY und C): & + 1, fir Dy: (s41) (8=1+1); sie verschwindet
also bei A) fir (14 1), bei B) und C) fiir 2¥¢, bes D) fiir (21 —2)e
Wurzeln der Finhe.

Indem wir fiir 1 =06, 7,8 die Vorausselzung « = 2 machen und
die dadurch bedingten Wurzeln aufsuchen, erkennen wir, dass die
Apnahme ¢ ==1-— 4 zu einem d@quivalenten Systeme fihrt. Somit
erbalten wir folgenden Satz:

Fiir 1==6 giebt es ausser den Systemen 4), B), C), D) noch ein
System V1 E), welches in folgender Weise gebildet ist; fir 1,%---=1,2,3
st aw*"‘:““lg oy == s == Qg == g, == ly == g, == 1, L 1’
o=y =g ==y ==0. Dasselbe fiihrt zu folgenden Wurzeln (und
den entgegengeseiat gleichen):

By, Wy B Oy B0, O — 0, Qe — @y, @p— o,

— @t O+ @, — 0+ O+ 0 — o, — by, + o, + o,

— @ @t @+ @y — @ — @y @, e e,

@y = @y 0~ 0y - @5+ 0, — 0 — 0y — 0, 0+ @ - 2y,

Fiir 1= T ist ein System VIIE) fir ¢, % - =1 -4 in folgen-
def Wgzse gebildet: o= — 1; 0‘5%a;sﬁa;7waagmag,=dj¢=*‘1,
g =gy o=1, G o=bg =ap=d,;==0. Dann wmiissen die Wurzeln
vorkommen:

Dyoe @y O~ gy B — O, O, O — D, O — O,

—~ e+ &+ e, — @+ 0 + ay, - — &y w; - o,

@y = @y O - 0y, — @, — 0x 0 + 0, + @,

e B3y @x = @~ 6 - @ |- @, — @y 0y — @ - 0 - &g -+ 2o,
@0yt 0yt 0y — 0y — 0y —20;, @ -0, — 20, ~ 0, — 20,
o+t 0, ~ 0 — 20, — 20,

Fiir 1= 8 bildet man ein System VIIZE) fiir i,%++-=1--.5
durch die Festsetrungen:
Gugm=—1, Qs Qo= ==l ==y === ~1, Qe=gu==—1,

Gy == G ™= == gy ==,
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Hier kommen folgende Wurseln vor:
By oo ldyy @y Dyy By W, W58y, O~ Wy, O 0Df, @ — gy,
@ — 0 — @y, O Ox~ B — @y, @ F O — @ — B,
@+ Gy — @ — @ — B, O F O + B — B — D7 — Wy,
Ayt Ox - @2— @y @y 20y, O Oy + O 0 — B @y — 20,
@+ @+ a2+ 0y — 2e, — @, — 20,
@, + 0y + 0 + @, — 0y — 20, — 20,
@, + @, + oy + 0, + 0, ~ 20, — 0; —~ 2a,,
@y 0y — 0y — 2o — 2o,
@y A - e 0y — 20 — 2a; — 2ay,
5)1+...+Q5-m6m2m7-305,
@y o0y — 2oy — o; — 3y,
@+t @ 20, ~ 20, — 3uy,
@, + oy + o4 0y 4 o, + @, — 20; — 20, — 3a,.

Die Determinande (3) § 13 licfert den Werth fir VI E):

st —sbsb 1,

(1) (5 — 1),

S+~ st —F s 1;
dieselbe verschwindet im ersten Falle fir swolfte, im sweilen fir achi-
zehnte und im leizien fiir dreissigstc Wurzeln der Finkeil.

Wir wollen jetzt annehmen, aus (I— 1)? Coefficienten a,, sei ein
System in der durch (B) bezeichneten Weise gebildet, und unter-
suchen, welche Werthe wir den Coefficienten a,; und a;« dann beilegen
kbonnen. Wenn dann %, 4 ungleiche Nummern der Reihe 1...1~2
bezeichnen, so miissen nach (6) § 13 die Gleichungen bestehen:

Aui Oy == Qe lin, G i-1 Cui == 2“5——:.: Gixy

Ein nicht verschwindendes Product a4.; ai. sei gleich m; dann bhat
jedes nicht verschwindende Product denselben Werth. Ferner ist dann

agﬂ,,;a;,;...g-———-% oder ﬂ{), und zugieieh a;_.;‘;ﬁ——l oder “G.

fir VIIE):
fir VIIIE):

Bezeichnen wir wieder die Determinante der ¢ mit A, so ist:
(—1yA=4—2anau—2anay —- - — 251813 — {— 1) @1 -1 G114

44 (an-- -+ ay ) -

Wenn « angiebt, wie viele der Coefficienten a;, ... ay.2 ver-
schwinden, so hat die linke Seite der vorstehenden Gleichung bei
nicht-verschwindendem a;;.; fiir =1 den Werth 2—2a, fir m==2
den Werth 5 — I, endlich bei verschwindenders 4,., den Werth
4 —2m(l—2—a). Das erste ist nur miglich fir ¢ == 0 und fiihrt
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auf B); der dritie Fall wird hiermit identisch (denn nachdem man
in B) zundchst I mit ! — 1 vertauscht hat, kanr wan @; durch
@ — 20, ersetzen). Der zweite Fall kann nur fir l=4 einen
positiven Werth fiir die rechte Seite ergeben und lLiefert dann:

Gy == Ogy = — 2, Gy == Gy =ty == Gy = — L.

Ebenso liefert die Annahme, dass ein aus (I —1)* Coefficienten
bestehendes pach der Form C) gebildetes System einem Systeme e
Ordnung angehren soll, nur fiir I = 4 ein neues System

Gy == Gy == — 2, gy == Gy == Gy == Gy = — 1.

Wir betrachten jetzt den Fall, dass das aus den ersten (J—1)?
Coefficienten gebildete Untersystem I — 1'*r Ordnung die Form D) hat.
Wenn also filr ¢, x < ! jedes g,, == — 1 ist mit Ausnahme von

1,02 == Gy, ol = g,

8¢ muss sein:
g e == Ayt .

Fiir die Determinante A ergiebt sich der Werth:
(—1fA=8—day @y — —dars it s—(0—1 20,2,

— (=Dt i+ 4 (@02 F @ri-1) (G Fars,2)
-—*2@—*3)6&;,;..3 Ap—1,2»

Wieder soll « angeben, wie viele der Coefficienten ay;...a4_g;
verschwinden und m soll den Werth eines nicht~verschwindenden
Productes ax; aix bezeichnen. Wenn a,—, und a;;— beide von Null
verschieden sind, so ist der Werth der rechten Seite 8 — 4m —4am,
50 dass £ =10, m=1 sein muss; ist @;;4 oder a;,_» gleich Null,
so ist der Werth 8 — (I — I)m; fiir a4y = @10 =0 ist er
8 — 4(1—3—a)m. Von diesen Fillen ist der erste bereits angegeben;
der dritte ist damit &quivalent. Der zweite Fall kann nur fir 1==6,7,8
eintreten; wenn dabei o ==0 ist, so kommen wir zu den Formen
VI E, VIIE und VIII E. Ein anderer Werth von & fithrt aber zu
keinem neuen System; ersetzt man z B.in VI E die o, durch @y — @,
so wird as = 6 = 05{ = 0; nimmt man — &, + o, 4 o, als o,
0 Wird asi = 0, a5 = ag = — 1; fiir — 0, — o, + o, + o, + o,
wird as == a5 == 0, a5 == — 1, woraus die Aequivalens leicht ersehen
wird. Somit erhalten wir folgende Sitze:

Fiir | =4 giebt es ausser den vier angegebenen Systemen noch die
beiden folgenden:

IV E): @y = — 2, Gux = — 1 mit Ausnahme von

Byy == Byy == Gy == gy == — 2,
Dasu gehiren die Wurzeln:
By oo Byy By = 0y, O — @y, & — 20, O, — &, 0 — 2,
0y = @y, @ — 20y, @~ &, 0, —20,, @y — @y = g e &y,
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@ — @y — @y, & + 0y — 20y, 0+ 0, —20,, @, + 0, — 0y —a,,
o+ e, — 20, — a,, o, + e, — oy —2a,, 20, +0,—20,— 2a,,
o, + 20, — 20, — 2a,.

Fiir IV F) sollen @y = — 2, Gy = — 1 sein mit Ausnahme von
8y, = Gy = Oy == Gy == — 2. Donn bekommt man die Wurseln:

O+ .. By, B — @y, O — @y, 0, — @y, @ — &, 20, — a,,
@, — @3, 20, — @, 0, — @,, 20, — 0, O3 — @, @, + @ — oy,
@+ oy — o, 20, — oy —a, 20, ~ 0y — 6, O+ 6, —0y—a,
20, + 0, — @y — @, & + 20, — @y — 0, 20, + 20, — 0, — a,,
20, + 20, - 20, — 0,, 20,4+ 20, — 0y — 20,.

Die Determinante (3) § 13 liefert ausgerechnet: st — & 4 1 und
verschwindet fiir owdlfte Wurzeln der Einheit,

Mit Ausnahme der Systeme IV E) und IV F) hat jedes Systom
e Ordnung, wofern es ein Untersystem 1 — 1% Ordnung von der
Form B), C), D) hat, nothwendig auch ein solches von der Form A).

Die vorangehende Untersuchung zeigt, dass fiir 1 = 3 ausser den
Systemen A), B), C) kein weiteres einfaches vorkommen kann, wenn
nicht dessen simmiliche Producte . a. gleich O oder 3 sind; man
ibersiecht aber unmittelbar, dass das {iir ein einfaches System nicht
angeht, Somit giebt es auch fiir ! == 4 nur die sechs einfachen
Systeme A) bis F), und da die Systeme IV E) und IV F) in keinem
einfachen Systeme finfter Ordnung vorkommen kdnnen, so giebt es
fiir I=5 nur die vier einfachen Systeme A), B), C), D), zu denen
fir [ ==6 nur nock VI E) hinzutritt. Auch zeigt die Untersuchung
unmittelbar, dass fir I ==7 zu den aufgestellten nur dann weitere
Systeme hinzokommen kbnnen, wenn deren einfache Untersysteme
sechster Ordoung simmtlich mit VIE) &quivalent sind. Dass das
nicht moglich ist, kann auof mannigfaltige Weise gezeigt werden, Wir
theilen einen Beweis mit, welcher sich unmitielbar auf die Fille ! «= 8
und /=9 ibertrigt.

Zu dem Ende vertauschen wir zunichst in VI E) die Marke
mit 7; dann st 4,y == gy == G5 = @y, == gy == — 1. Wir wihlen
statt @, eine von @, ... w; unabhingige, in @, und @, symmetrische
Warzel; fir @, — o; wird

Gy =—1, ag == == gg; == 0;
far @y — @; wird

Gy =0y =0, Gy = ay; =1, Gg; o= — 1;
fir — a; — o, + 0, + o, + @, wird

Gy =0, ay; = G5 = 853 = — 1, Ggy = 0;
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fir @; + @, + @; — 0, — ©; — @ wird
gy == gy == — 1, Gy = Gy; =0, @ = — 1;
endlich fir — @y — @, — 0; + 0, 4 05 + 2o, wird
gy == oy == Qg = gy = 0, Ggg = — 1.

Non legen wir fiir das aus den sechs ersten Marken gebildete
Untersystem genau die Form VI E) zu Grunde und suchen die @, as,...
s0 zn bestimmen, dass jedes weitere Untersystem sechster Ordnung
entweder zusammengesetzt oder mit VI K) iquivalent ist. Lassen wir
die Marke 6 weg, so erkenpen wir, dass von den fiinf Producten
Byyllyy 5 « « « sy gy entweder zwel oder alle versehwinden miissen. Indem
wir aber eine der Marken 5 oder 4 weglassen, erkennen wir ans der
mit der Form D) angestellten Untersuchung, dass 1) a,; a,, oder a,a,
und 2) gy, oder a,,4,; verschwinden muss. Endlich zeigt die soeben
vorgenommene Vertanschung von 1 mit 7 und von o; mit andern
Wurzeln, welche Formen nach Weglassang der Marke 1 (und ent-
sprechend der Marke 2 und 3) noch vorkommen konnen, Wihlt man
Qg ==y ==~—1, S0 muss a,;==a,,=0 sein, und zagleich o,;=a,,=—=a,,
entweder == ( oder == — 1 sein; beide Fille sind aber auszuschliessen,
da die Determinante aus allen ., alsdann verschwindet, Wihlt man
aber ag; =0, @,; == a;; = — 1, s0 miissen erstens 2wei der Coef
ficlenter a7, @y, @3; gleich Null sein und zweitens muss von je
zweien dieser Coefficienten jedesmal einer verschwinden, was nicht
mbglich ist. Es giebt also fir | =7 nur die aufgestellten Systeme.

In gleicher Weise kann der entsprechende Satz fiir ] == 8§ bewiesen
werden. Wir legen fiir das durch die sieben ersten Marken gegebene
Untersystem die Form VII E) zu Grunde. Um zu erkennen, welche
Formen fiir das durch Auslassung der Marke 1 bestimmte Untersystem
noch mbglick sind, vertauschen wir in VII E) die Marke I mit § und
wahlen dann fiir @ alle diejenigen Wurzeln, welche unter Beibehaltung
der @, ... ®; noch mdglich sind und in denen @, und o, symmetrisch

vorkommen. Fir @ selbst wird gy =+ =g,y = — 1, fir &, — @,
wird @5 = — 1, @y ==+ - . = @y = 0, fiir @, — @, wird
Gy =Gy =Gy =0, @z = a5, =1, a;y = — 1,

fir — &y — @, 4+ o, + @ 4 w0, wird
fyg =0, Ggg = Gy == @y = gy = — 1, a =0,

fir @ -+ @, + 03 — &y — 0y — @, wird

Gy => gy = — 1, Gyg == ays =Gy = 0, a5, = — 1,
fir — @5 — @, — @y + &; + o, + 20, wird

Gy =Gy =0, gg=—1, Gy =@ =0, gy = — 1,
und fir @ 4 0, + @ — @, — 0; — 0; — 2o,:

G =Gy =0y=—1, gg==g=—1, a;;,=0.
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Wihlt man eutsprechend der einen durch Weglassung je einer
der Marken 5 und 6 erkannten Mbglichkeit a, me — 1, ay, == gy w=0,
so verlangt die durchgefiihrte Aufstellung, dass, nachdem aus den vier
Coefficienten a,g, Gy, Gy G, irgend drei susgewdhli sind, jedesmal
zwei oder einer verschwinden milssen; das ist aber mit der durch
Weglassung der Marke 7 sich ergebenden Forderung unvereinbar, dass
entweder diese vier Grossen oder nur hochstens eine von ihnen gleich
Null sein muss. Fir 6,5 =0, a5 == gz = — 1 milssen zwei oder
drei der Grossen a,g, 0., Gy, @,s verschwinden, was flir die durch
Weglassung je einer der Marken 1,2,3,4 sich ergebenden Maglichkeiten
sicherlich mindestens einmal ein nicht geeignetes Untersystem liefert.

Genan dieselbe Betrachtung gilt fiir I == 9 und demnach ergeben
sich folgende Sitze:

Fiir 1 =3 sind nur die drei cinfachen Systeme A), B), C) und
thre dquivalenten miglick; fir 1 ==5 und 1 > 8 trilt nur dic Form D)
hinzu. Dagegen Lommen alle einfachen Systeme vierter Ordnung ouf
eine der sechs Formen A) bis F') und die 6%, 1% und 8+ Ordnung
auf die finf Formen A) bis E) hinaus.

Jedes einfache System mit Ausnahme von IV E) und IV F) hat
mindestens ein Undersystem (1—1y* Ordnung, welches der Form A)
dquivalent ist.

Die Formen 11C), IVE), IVF) und VIIIE) kommen als
Untersysteme in keinem einfachen Systeme vor.

§ 16.

Die einfachen Systeme der Coefficienten o und die einfachen Gruppen.

Wir gehen jetat wieder auf § 12 zurlick, allerdings ohne den
letzten Lehrsatz zu beriicksichtigen. Die Formel (2) desselben
(1) Cupy (Ot 0p—0y) == 0,  Cupy (@54 00y) w= 0,
wo «, 8, 7 Nummern der Rethe 1...7r — 2], ¢ eine der Reihe
7...r — 14 1 darstellt, giebt eine Relation zwischen den Wurzeln
an, welche erfiillt sein muss, wenn (X, X,) von Null verschieden ist,
ohne festzusetzen, dass (X, X,) wirklich, wofern die Bedingung erfullt
wird, von Null verschieden ist. Um dies zu erkennen, missen wir
die Gleichung (6) § 12 hinzunebmen:

—1
(2) “efr) ﬁ).(-:) =Z! (czcacc'ai - c&anct'na)-
[]
Unter Anwendung der Abkiirzung (8) § 12:
3 se o) = — 2E,

Mathematische Annalen XXXIIL. 3
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kann man diese Gleichung auch in der Form schreiben:

(2’) Qs E b 2;’ (cuuc:'¢a — cauaC{na)'-

Hier sind ¢, %, ¢, , ... Nummern der Reihe 1 ... 21 und

@, 4 o =0, (X, X,) von Null verschieden
f
== Yre® X,-.,f.

Jetzt nehmen wir an, wir fiigten 20 den -+ @, - - - + o; nur die-
jemigen Wurzeln hinzu, welche damit wegen der a,. nothwendig ver-
bunden sind. Dann wollen wir beweisen, dass sobald fiir jedes v die
Summe @) + @ eine nene Wurzel darstellt, (X,X,) von Null ver-
schieden ist, und dass speciell fir o 4 ml(;) = 0 die Marke « statt
einer der frither gewiéblten in die Reihe der ¢, ... eingereiht wer-
den kann,

Um diesen Nachweis zu fithren, nehmen wir zuniichst an, a.. sei
negativ. Dann miissen mit 4 @, 4 ©,. auch die Warzeln

i (wl‘*‘ax), D :’!—_ (ﬁ’t+a:x mz)

vorkommen. Wir bezeichnen o, — @, mit @,, — o, + o, mit @,
Dann sind nach (2) die ¢va, Grxas Cia'xy Caxe Von Null verschieden.
Bilden wir die Jacobi'sche Relation fiir «, «, ¢, so folgt auch, dass
(X, Xy) von Null verschieden ist und durch X, ... X, ;,, ausgedriickt
werden kann. In gleicher Weise schliesst man fiir
& — 20 @, Gy,

Man kann aber den Beweis auch dadureh filhren, dass man eine der
X,... Xy durch eine derjenigen Xyf ersetzt, fiir welche wp=—m, — o,
und dann == @, — 2@ - - - ist. Nun erhilt man aber alle aus @,, o,
gebildeten Wurzeln, welche durch das System @, gefordert werden,
indem man fiir jede Wurzel @, — @, - - - @, 4 @, 0, die Coefficienten
a in Bezug auf @, und @, bestimmt, also je eine der Wurzeln w, und
@, durch die Wurzeln @, — @y - - - @, + @, 0, ersetzt. Aunch die
weiteren Wurzeln, in deren Ausdruck drei der urspriinglich gegebenen
Warzeln @, ... @ vorkommen, erhilt man auf entsprechende Weise
aus denjenigen Wurzeln, in deren Ausdruck nur @, und e, vor
kommen. So kann man fortfahren. Auch ist die Annahme, dass
a,x negativ sei, nicht nothwendig, so dass wir zo dem Resultate
gelangen :

Soll in einer Gruppe p = r sein und sollen fiir eine Transformation
allgemeiner Lage | Wurzeln der charakteristischen Gleichung von ein-
ander unabhiingig und die ibrigen durch das cwischen denselben be-
stehende System a., gefordert sein, so kommt su jeder Wureel die ent-
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gegengeselel gleiche vor; der Rang der Gruppe ist gleick 1, und jads
Transformation gehtrt einer 1-gliedrigen Unlergruppe an, deren Trans-
formationen mit ecinander vertauschbar sind. Waklt wman X.f gans
allgemein, Xoaf . .. Xepf damit vertauschbar, so kinnen die iibriges
X F. .. Xeaf so bestimnd werden, dass fir aui,.‘r-»zjﬁdesmf
(Xr Xc) s )y Xaf (X:--»«H-x th) == m(‘w“ .Xaf sty sobald fﬁf W&a ¥
die Bezichung besieht: o)+ @} = o}, ist (X Xp) von Null verschicden;
wenn speciell @f 4 0l =0 s, Lamz (XoXy) durch X, oo Xera
so dorgestellt werden, dass wenigstens einer der Coefficienien von Null
verschieden ist.

Jetet setzen wir fest, dass das System der a,, einfach sein soll.
Gehen wir dann von irgend einer Marke ¢ sus und suchen alle
Marken ¢, fir welche a,, von Null verschieden ist, und dann zu ¢,
die Marken &, fiir welche a,,, von Null verschieden ist, so kommen
wir durch Fortsetzung dieses Verfahrens zu allen Marken 1...1L
Nun wissen wir, dass jede Marke « auch an Stelle eines ¢ genommen
werden kann. Sucben wir aber alle Wurzeln w,,, welche zu beliebig
gewihlten @, addirt eine neue Warcel ergeben und fahren damit fort,
so gelangen wir nicht nur zu allen Marken 1.. .1, sondern such zu
slien Wurzeln. Wegen der im letzien Lehrsatze angegebenen Eigen-
schaft kBpnen wir jetzt auch von einem beliebigen X, ausgehen und
diejenigen X, f suchen, fiir welche (X,X,) <=0 ist, dann zu den
gefundenen X, f die X, f suchen, fiir welche dieselbe Forderung er-
filit st und damit fortfahren; dann gelangen wir nichi nur zu allen
X f.-. ,..“; f, sendern auch zu mehr als 1 linearen Functionen von
Xef-..Xrrm [, von denen ! unter einander unabbingiyg sind. Daraus
folgt, dass die Gruppe keine invariante Untergruppe besitzt. Alle
inf. Transformationen der Gruppe zerfallen nimlich in drei Classen:
a) ganz aligemeine Transformationen, b) die Haupttransformationen
von zweigliedrigen Untergruppen, depen ganz allgemeine Transfor-
mationen angehbren, c) solche, welche eine Mittelstellung einnehmen.
Als Reprisentanten einer der ersteren kdnnen wir X.f wihlen; soll
diese in einer invarianten Untergruppe vorkommen, so hat die vor-
stehende Beirachtong ergeben, dags derselben alle Transformationen
der Gruppe angehdren milssen. Ebensowenig kann eine Transfor.
mation der zweiten Classe, als deren Reprisentanten wir eine X, f
withlen konnen, einer invarianten Untergruppe angehbren. Stellen
wir aber eine inf. Transformation der dritten Art mit allen r Trans-
formationen X, f... X, f dureh die Operation (X, X,) zusammen, so
gelangen wir zandchst sicher za solchen von einfacherem Ausdruck,
bis wir durch Fortsetzung za einer X,f ... X,..f gelangen, so dass
auch dieser Fall nicht mbglich ist. Somit ergiebt sich folgender Satz:

3“
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Wenn in der charakleristischen Gleichung 1 Wurzeln beliebig sind
und alle anderen eine Folge der zwischen jenen bestehenden Coefficienten
an Sind, und wenn dann das System dieser Coefficienten einfach ist,
so ist auch die sugehirige Gruppe selbst nothwendig einfach.

Beilﬁixﬁg erwihnen wir noch folgendes Resultat, anf welches wir
erst im folgenden Theile niher eingehen werden:

Wenn man fiir eine Gruppe nur diejenigen Wurzeln zulisst, welche
durch ein zusammengesetztes System wvon Coefficienten a., gefordert
werden, so besteht die Gruppe aus mehreren invarianten Untergruppen ;
aber die Transformationen, von demen je eine Untergruppe gebildet
wird, sind nicht vertauschbar, sondern gehbren einer einfachen Gruppe an.

Wenn umgekehrt eine Gruppe einfach ist, so kann man unter
den Warzeln der zugehdrigen charakteristischen Gleichung immer I so
wihlen, dass das zogehdrige System der a,, einfach ist. Wenn nimlich
das System zusammengesetzt ist und durch die Marken s, ... ¢, ein
darin enthaltenes einfaches Theilsystem bestimmt wird, wo ¢ auch
gleich 1 sein kann, so bestimmen die 2¢ Marken & ... ¢, ¢ ... 4/
unter der Bedingung o, 4 @, =0 ... @i, + @, =0 eine Unter-
gruppe. Diese wird invariant sein, wenn nicht mindestens eine
in dieser Untergruppe enthaltene inf. Transformation X,/ mit einer
derselben nicht angehdrigen Transformation X f durch die Operation
(X4 Xj) verbunden, zu einem von Null verschiedenen Ausdruck fiihrt.
Dann wird o? + o} fir jedes » zu einer neuen Wurzel fithren. Dem-

nach kann der entsprechende Coefficient a,; nur dann gleich Null
sein, wenn die Warzeln o? + ayund @ — awy fir ein ganzzahliges
a vorkommen. Ersetzt man dann @y durch o, 4 awg, so wird der
zugehtrige Coefficient @, von Null verschieden sein. Sollte nun die
Marke « nicht zu den Marken ¢, ..., gehbren, so kann man nach
den Untersuchungen des vorigen Paragraphen die Marke ¢ mit o — 1
andern dem Systeme (s, . .. 4) angehdrigen Marken so verbinden, dass
das neue System einfach bleibt Fiigt man die auf die angegebene
Weise bestimmte Marke 8 hinzu, so ist das Untersystem gter Ordnung
durch ein einfaches System ersetzt, dessen Ordnung mindestens ¢ - 1
betrigt. Auf diesem Wege muss man zu einer Wahl der  Wurzeln
gelangen, fir welche das System der a,. einfach ist.

Wenn es aber nicht moglich ist, durch passende Wahl der ] ersten
Wurzeln alle andern als Folge der zwischen jenen bestehenden Coeffi-
cienten a., zu erweisen, so muss die Gruppe eine invariante Unter-
groppe besitzen. Werden namlich mit ¢, x ... Marken bezeichnet,
welche dem einfachen Systeme angehoren, wihrend «, . . . demselben
nicht angehoren, so fihrt, wie die Gl. (2) lehrt, jedes (X. X)), wo-
fern es von Null verschieden ist, auf eine ausserhalb des Systems vor-
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bandene Marke. Diese letzteren (nfmlich dis Marken o, 8...) werden
also eine invariante Untergrappe bestimmen, wenn nicht ein (X, X))
auf ein X,f fihrt. Sobald aber ein Cosfficient ¢,z von Null ver-
schieden ist, bilde man die Jacobi'sche Relation flir (ef«), und aus
dieser folgt, dass entweder (X.X.) oder (X;X;) von Null ver-
schieden ist. Somit muss mindestens eine der Marken « oder § dem
System der ¢, x . . . angehOren.

Dass mehrfache Wurzeln am Beweise nichis #ndern, zeigen Unter-
suchungen, wie sic hnlich in § 8 fir 2 == 1 angestellt sind. Wollte
man niimlich annehmen, dass die ersten, den mehrfachen entgegen-
gesetzt pleichen Wurzeln enisprechenden Transformationen darch

X.f .o+ Xpspaf susgedriickt werden, so zeigt man suf dem dort vor-
gezeichneten Wege, dass die weiteren zu diesen Wurzeln gehbrigen
Transformationen zo einer invarienten Unterpruppe fibren. Der Fall
aber, dass die ersten zu enigegengesetzt gleichen Wurzeln gebbrigen
Transformationen vertauschbar sind, die spftern aber nicht, wird in
derselbenn Weise wie am Schlusse von § 8 erledigt.®)

Daraus folgt der Satz:

Aus den Wurzeln, welche die charalderistische Gleichung fiir cine
einfuche Gruppe hat, wofern man eine allgemeine Transformation zu
Grunde legt, lassen sich immer 1 von einander unabhingige Wurzeln
so auswiklen, dass das Sysiem der zugehirigen Coefficienien a.. einfack
it und dass alle andern Wuwrzeln durch diese Coefficienten gefordert
werden.

§ 17,
Dis einfachen Systeme von allgemeinem Charakter.

Der vorige Paragraph hat gereigt, dass wir, um zu allen ein-
fachen Gruppen zu gelangen, von den einfachen Systemen der Coeffi-
cienten ¢ ausgehen miissen, and dass, wenp zu einem solchen System
eine Gruppe gehort, dieselbe nothwendig einfach ist. Es erfibrigt
also nur der Nachweis, dass zu jedem einfachen System eine Gruppe
gehdrt. Dieser Nachbweis ist nicht schwer zo fohren: nachdem das
System der a anfgestellt ist, bildet mau die simmtlichen Jacobi’schen
Belationen, welche nicht identisch verschwinden, und leitet darans die

*} Dabel muss ich Jedoch bemerken, dass sich an der betreffanden Stelle
(diese Annales Bd. 31, 8. 284) ein Versehen vingeschlichen hat, indem statt X,

stehen mus X . Wenn daun 20, keine Warzel ist, s0 gendigt die hingeschricbene
Belation; im amiem Falle bilde man fir o, = 2@, soch die Jacohi'sche
Relation (a;foyo).

(Funi 1888,
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Coefficienten ¢,,, her. Im Ausdruck derselben kommen noech einige
willkiirliche Factoren vor, wie auch in der Natur der Sache begriindet
ist. Denn einmal kdnnen die Transformationen X7 ... X .f
durch I beliebige andere, von einander unabhingige Transformationen
dieser {-gliedrigen Untergruppe ersetzt werden; ferner kann man die
7 — | Transformationen X,f... Xo;f je mit einem beliebigen Factor
My « . « Mpy muliipliciren, ohve dass die @, sich @ndern. Umgekehrt
kaon diese Willkiir dazn benutzt werden, um den Coefficienten mog-
lichst einfache Werthe zu verschaffen.

Um die Aufzdblung recht kurz zn machen, wollen wir, wenn es
angeht, von bekannten Gruppen ausgehen und zeigen, dass sie zu
Systemen gehdren, wie sie im § 15 gefunden sind.

Die allgemeine projective Gruppe des I-dimensionalen Raumes ist
an einer friheren Stelle (§ 6) in folgender Weise angegeben: indem
wir ¢,%,4 ... Marken der Reibe 1...7 sein lassen, verstehen wir
unter Xo.f, Xiof, X.. f, X..f infinitesimale Transformationen; zwischen
denselben sollen die Relationen bestehen:

(Xax —Xxi) e X¢2 + é}z Xx;; (Xxo XOI) T — kMg k" 3::22 X[{M
(Xox Xzi) L Xc}.; (Xm Xxo) B e Xm '

Gehen wir von der Transformation X9, X, f ans, so bilden
X0, Xo.; Xix die Hauptelemente der die gegebeme Transformation
enthaltenden zweigliedrigen Untergruppen. Die charakteristische Glei-
chung hat also in der That die Wurzeln + @, +(e — 0.) mnd ge-
hort somit zn dem System A). Um aber zu zeigen, dass zu diesem
System keine andere Gruppe gehtrt, fihren wir statt der in § 1216
benutzten Bezeichnung eine andere ein. Wir setzen

Xf= 2 nZuf, Xeaf =2 0! Xuf u s. w.

und bezeichnen die zu @, gehdrige Travsformation mit X,,, die zu
— @ gehdrige mit m, X.,. Dann lassen sich die CoefScienten
e, 7 ... m, so wihlen, dass jedes (X, X.;) den oben angegebenen
Werth exhalt, o) == 1, @7 =0 fir » % ¢+ wird, Indem man dann
noch zn @, — @, die Transformation m,, X,, gehdren lissh, lassen
sich die i, m,, eindentig so bestimmen, dass alle G1. (1) erfiillt sind.
Wir gehen jetzt zu der Form D) itber und setzen fir
g=1...1l—2:p,em, L m
Dpey == My + Wy, 0y == Ty A
Dann lassen sich alle {21 — 2) Wurzeln in der Form -+ z, + x,
darstellen, Nun haben wir bereits friher fir Le=1... 2] aus
121 — 1) Transformationen X..f (= — X,.f) eine Gruppe gehildet,
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fiir welehe die Relationen (X, X.;3) = Xaf, (X, Xi) = 0 bestehen.
Gehen wir hier von der Transformation

11 Xy + 9 Xy + - - - B2 s
auws, so erscheinen alle Wurzeln der charakteristischen Gleichung in
der Form -+ =, -+ z,. Diese Gruppe gehdrt also zu dem System D),
und zwar, wie man ebenfalls Jeicht sieht, gehtrt keine andere Gruppe
zn diesem System.

Fir das System B) ersefze man w, ... @; durch die ! Wuorzeln:
@y @y, Q= @y - - 8y~ @y, @ Alsdaun lassen sich alle
Waurzeln in der Form darstellen: -+ o,, + @, + @, Diese 2%
Wurzeln finden sich aber in folgender Gruppe: wir setzen filr
a,f=1...2141 die {(2I+1) inf. Transformationen X,,(w=— Xp,)
voraus, so dass fiir ungleiche Werthe von «, 8, y, & die Relationen

bestehen:
(Xcs,s Xar) o Xp'r r (Xaﬁ XIJ) s== ().
Fir die Transformation

e X&z -+ a4 Xu S R i YIRS Xu—-x,s;f
hat dann die charakferistische Gleichung die oben angegebenen Wurgeln,
Somit gehort diese Gruppe zu dem Systerm B) und zwar, wie man
leicht beweist, als einzige Gruppe.

Eine Gruppe, deren Wurzeln das System C) befriedigen, war
bisher nicht bekannt. Zwar kann man flr diese Gruppen auch eipe
Form angeben, welche der fiir B) aufgestellten Form entspricht; aber
ich hoffe, dieselbe noch wesentlich vereinfachen zu kénnen, und dess
halb mochte ich dieselbe noch nicht mittheilen, Ich begniige mich
also damit, aus den Jacobi'schen Relationen eine Darstellung dieser
Gruppen herzuleiten, obwohl dieselbe noch etwas an Uebersichtlichkeit
zu wiinschen lisst.

Wir ersetzen die ®, . ..@; darch 20,— @y, 20,—0;...200. — @0, @,
und konnen dann alle Wurzeln in der Form + a,, i"‘f’i‘» dar-
stellen. Diesen 7 — ! Wurzeln entsprechend, bezeichnen wir anch
die 21? ersten Transformationen durch

XXy XXy Xy X X, X
5 ¥

2 3z F3
Wir setzen:
Drecar =-——26' 0F = — 2F, = — 2B, wn — 2.,

g Z‘v t+x Z »;-z (074 as) = ——2 == (@7 + o)

= — 2E ,m~2E__N=u~zgﬂ
R B 3
& —

und entsprechend fiir
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Dazn treten die Gleichungen:

3) 2&{&),{30, 1&',‘” =€} 2 '+x

wenn &, %, ¥ als ungleich vmrausgesetzt werden. Somxt lassen sich

aus den E,, E ,,, o die e, ¢7,, einfach berechnen. Speciell er-
El il
halten wir
& e
faied > ¥ ¥ & &
€] e e o e e T it e
E&-f«t En Ex ’ Ez—x ~E; Ex
N T

Die Jacobi’schen Relationen

(&, b _:iéiji)P (h e &y :,.....,_) (m""‘{“” L-;u L),

“:‘i:t‘i “;"}.—.z)x (L::i:f.} -sg——ﬁ’ L), («‘mg"? "‘f;—x —«-—‘)

Hefern folgende sechs Gleichungen, von demen eine eine Folge der
andern ist:

2
ﬂ" o o A cﬂ—: e c___ PR S i =g
PR 3 TF T tg T i
Coste sbx Codxix R a1 /08
) 7 z 2 2 2 TR =
== 242
ci"..*"_._. Phots x.] L . Y €t ox  Cix e = “giff'
3 3 3 ¥ Ty e 3
Indem wir eine Grosse p,. willkiirlich wihlen, folgt:
¢ 9bs , I
B
& - £ s i € £ S s e
e cls vt P =g . v Py Gyu
ok e El Pl pu o
¥ F]
gg gg—}x §;§;+x
R 1 =3
5Y3 € oy ™= Bex — 2y ¢ hanlea
&) e e = TR Ty b meh P Iy
3 : 3
, Jrdes Foke Ie=x
2 & 7 e
& R e e ¢ F— ] — .
R F) “ - ~ fL
il P =

Die Jacobi'sche Relation figr (132 —t=x :-%é“—gf-) Tiefert:

2

(6) "i': N-i'i -3 x~§~2 —— —1+2 gy-{»ae

T Tz Tz g E3
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Die tibrigen Jacobi'schen Relationen, in denen nicht sRmmtliche ¢
verschwinden, konnen einmal dadurch gebildet werden, dass man drei
Marken nimmt, deren Summe verschwindet, z. B, (t, et . .1’.:;:3)

oder (":’, —‘__,'H‘, —"‘;1)' Diese werden durch die vor-
stehenden Relationen von selbst befriedigt, Ausserdem kbnnen wir
zur Bildung einer Jacobi'schen Relation drei Marken wihlen, fiir
welche die Summe der entsprechenden Wurzeln eine nene Wureel

liefert, wahrend auch schon die Summe zweior zu ciner neuen Wurszel
fibrt. Von diesen liefert auch jede Relation (¢ ) % T %) keine
neue Beziehung zwischen den Coefficienten, Dagegen folgt aus
(‘ —tx el )

) E] 3 2 M

@ € —ebx vhx Copr mebd 00 ™ 6 bt i Okt o wd
Py TS T TR Y i Ty TV Ty
—x —x
aus (lr, 2+ [} 3 ):
B) € cehrorr Coe esd 3™, Sl Cohr et e
TR T % Y TR T i Ty
4% 41 —w—1Y,
und aus ( t y T 5 )
®) Cotd mxd 1mx G | = Cubw a2 3 Gt 0
I T R} R I T R R

Endlich liefert die Relation (2, Zetl —xbe) g
Gleichung:
=0.

(0 Copy —eta xia Cest motm 2w T ot ot st ok b2 b
3 2 H 2 2 x F H 2 2 3 3

In den Gl (6)—(10) darf man nicht nur die einzelnen Marken
vertauschen, sondern auch die Vorzeichen der Marken beliebig dndern.
Aus (6)—(9) folgt:

Goien G2
an ¢ VP PP T8 TE
‘_L;_’f :%ﬁ ’%ﬁ Pox Pyo P53, gﬁé

Um alle weiteren Coefficienten ¢ in gleicher Weise darstellen zu
konnen und um hierbei namentlich das Vorzeichen richtig zu bestimmen,
zerlegen wir in (11) die Wurzel rechts in sechs Wurzeln, und setzen
dann:

12) Vp,—se==1 Dox -,,,:m::—_.i-;, VPei,—x == ! .
( ) Do, —u z}’/P VP + ’/? R ﬁ:;

1 2.4
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Diese Festsetzung stebt in Uebereinstimmung mit den Gleichungen
(5). Ausserdem werden jetzt alle Gleichungen (6)—(10) befriedigt,
so dass die Existenz der Gruppen bewiesen und ein Ausdruck fir die.
selben angegeben ist. Dieser kann durch passende Wahl der X.f...
X, ip1f und durch Multiplication vor X_,, X, . f mit passenden

2
Factoren noch etwas vereinfacht werden. So kann man bewirken,
dass ist @00 = — 2, @f~Y=0 fir e%v, und dass g =1

9'5%35 =1, und jedes p,, fiir positive Werthe ¢, x gleich eins ist. Die
hierdurch eingefiihrien Vereinfachungen branchen wir nicht hinzu-
achreiben.

Die vorangehenden Entwicklungen haben uns folgenden Lehrsatz
geliefert:

Zu jedem der (allgemeinen) einfachen Systeme A), B), C), D ge-
hirt eine und zmwar eine cingige einfache Gruppe, welche jedesmal mif
demselben Buchstaben bezeichnet werden soll.

Die Gruppe A) ist 1} + 2)- gliedrig und identisch mit der Gruppe
der allgemeinen projectiven Transformationen des I-dimensionalen Rawmes ;
um sie recht einfach niederzuschreiben, wikle man fir o, x=1...1
die inf. Transformationen X, X, X., und setze fest:

{ch Xxl} w=— X b &3 sz;
(XxGXG.’.) = — Xy — 5&&2 X,a,u:
(XO“X‘YQ) = XOI: (X;KX;H)) it X&O

und (X, X4} == 0, wenn weder ¢ = g, noch % = A ist.

Die Gruppe D) ist identisch mit der Gruppe der Bewegungen in
eimem (21— 1)-dimensionalen Riemann’schen Roume; man wikle fir
6 x==1...21 die 121 — 1) inf. Transformationen X,.f(= — X..f)
und setze fest: (X Xa)=Xuf, (X.Xp)=0 fir ungleiche
Werthe von ¢, %, 4, g.

Die Gruppe B) ist identisch mit der Gruppe der Bewegungen in
cinem 21- dimensionalen Riemamw'schen Raume; um sic daryustellen,
wihle man fir o, x=1...21 4+ 1 die inf. Tramsformationen
Kix(= — X,.) und lasse sein:

‘(\Xﬂ Xcl} == Xxlf; {sz XZF.} =10,

.Die Gruppe C) ist ebenfalls 121 + 1)-gliedrig; man wiihle zur
Bestimmung der Gruppe die inf. Transformationen:

Xy Xowsf oo Xeounafy Xif, Xoofy X0 f, X f, X__ 1
Dann bestchen folgende Relationen - )

z 2
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(X, X)) == a)‘X,. (X, X )= — 0 X,
(X 3‘»}« g:“ (@, + @) 2 ‘“f U 8 W

"y

(Xp.-l-x) =G Xu (th Xxw) == — a X,,
(Xr~1x ) == ':;‘” @/ + o)) 'Xt+x f-

- - B - = s

{X X—,;}‘“é;Xr"{“‘gL Ml+
X, X ?x+¢‘+,x,._.;+w.

gl

2 2z F4

Selzt man
p 1 5 2
Serorm =298 L Dve, (004 00 = 24,
. T T2
so st

c"

R &

z €x N

i = -—i—- U 5. W
gﬁ«@-x §, qx

b4
Indem man ferner filr positive Werthe ¢, x die 21{1 — 1) Coeffi-
cienten p,. willkiirlich wihlt und fir negative Werthe festsetst, dass
sein soll:
V Pron = i}/P;;, V.P*‘hl = ””""3'"

}/ Pix
kann man alle weiteren Cocfficienten ¢ durch die Gleichungen darstellen:
9;!?:._,5 Y JitxFimx
€ cipeax = Per G Cixche, = Ta
¥z 5 b
- Gt Fie2

1/?14 V?Lx 1/;':1 2 %

NSO

Cobrmetatl = T Y fea

Obwohl es nicht in unserer Absicht liegt, die Frage nach den
Untergruppen, welche in einer gegebenen einfachen Gruppe vorkommen,
an dieser Stelle vollstindig zu bebandeln, glauben wir doch darauf
hinweisen zu sollen, welche Bedeutung die Entwicklungen des § 15
fiir diese Frage haben. Soll zunichst eine einfache Groppe des Ranges I
cine einfache Untergruppe desselben Ranges besitzen, so milssen nicht
nur simmtliche Wurzeln der letzteren (der Untergruppe) in der Haupt-
gruppe vorkommen, sondern es muss auch, wenn die Summe irgeud
zweier von diesen Wurzeln eine Wurzel der Haupigrappe ist, sie es
auch iw der Untergruppe sein, oder mit andern Worlen: wenn
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@g, 0y ... die Wurzelp fiir die Untergruppe sind, so miissen diese
simmtlich in der Haupigrappe vorkommen, und zugleich miissen die
Coefficienten g, fir je zwei Warzeln in der Gruppe und ihrer Unter.
groppe identisch sein, Daraus folgt, dass nur die Gruppe B) eine
einfache Untergrappe gleichen Banges besitzt, namlich die Gruppe D).

Um nun eine einfache Untergruppe vom Range I — 1 zu finden,
hat man zwei Fille zu unterscheiden, nimlich ob die gegebene Gruppe
aus der Untergruppe durch Hinzufiigung einer J'e= Wurzel gebildet
werden kann oder nicht. Der erste Fall ist in § 15 erledigt, der
andere ergiebt sich daraus von selbst. Das Lefert den Satz:

Under den vier Formen A), B), C), D) ist die Gruppe B) die
einzige, welche eine einfache Gruppe gleichen Ranges zur Undergruppe
hat, und swar hat ledstere die Form D). Dagegen hat jede einfuche
Gruppe von einer dieser vier Formen Unfergruppen 1 — 1 Banges,
welche nack der Form A) gebildet sind; alle einfachen Untergruppen
dieses Ranges haben fir eine Gruppe A) vom Bonge | wieder dieselbe
Form; jede einfache Untergruppe (1 — 1)» Ranges fiir eine Gruppe C)
vom 1 Bange hat die Form A) oder C), fir eine Gruppe D) die
Form A) oder D); eine einfache Gruppe B) vom Range 1 hat einfuche
Untergruppen des Ranges 1 — 1 von der Form A), B) und D).

§ 18.

Die zu den einfachen Systemen speciellen Charakters gehorigen Grappen.

Zu dem System IIC), wo @, = — 1, @, = — 3 ist, gehiren
die Wurzeln
doy, o, H(@—a,), Z2o—a,), +B0,—r,), +80,—2a,).
Ersetzt man hier o; dureh — @, <} w,, so lassen sich die Wurzeln in
folgender Weise ausdriicken:

Oy Oy O — @y, Bty 20, — @y, @ — 20,

nebst den entgegengesetzt gleichen. Diese zuletzt hingeschriebenen
Warzeln sollen der Reihe nach durch o, @, @, @,, ®,, », und die
entgegengesetzt gleichen durch wy, @y ... @y bezeichnet werden.
Ebenso mogen die zugehbrigen X,f dargestellt werden und statt
X.fs Xpaf vesp. X,fund X f geschrieben werden. Ausserdem soll
gesetzt werden;

v r r I
e oyt o =—2E,, eote 0 =— E, eote0’=—F,
eyt 0 =— E, ew,4e0)=—2E,, ¢ o,teo, = E,
L L] * 4 Ed rl
oy te o =— E, ew+e of=— E;, ¢0;+¢ 0, =0,
» ’ ¥’ I
8@t 0, =— E,, ea,-te @y =0, €50y - 65 @, = Ey.
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Daravs ergiebt sich:

s

Ee=E '%:“' zz+§,) #=50 - %)

.

und entsprechend fiir 63' R A
Die Jacobi'schen Relationen (¢, ¢, %) lisfern fiir ¢ == E, folgende
Gleichungen:

Cay == 3p, = g,g, Crgy == %%f' Gy = Py ,?_;:g“’ Crqy === ';::9’;?‘,
Cug = 'g“ ‘g{’;g_._, Cyig == P, ”g;tg“”, €88 ”‘313‘: géf’”, Cray w== %gg"
Cyty == P %ﬁlﬁ y Cayg == ’z':; ,%ila,’ Oy == ';3;“9‘;?“&, Cyyy == 1y Qaﬂa,
G = ng‘g;‘gi“a Cyyy = ‘;:; g,g,:_;,) Cixs == *i;i g‘;}?“, Cryy == ,p‘g,g,
Csiz = ?f;" wgfg%ﬂ, Cory “2?3“’9“;;*, Ges =P, —%?L, Crey = ;%g;f“,
Cyag = 31’4%{"‘; Copy == %ﬁ’-g‘?-, Coxy = Py g"% Cggg f;‘ y;f‘,
o B e A = L =
Cogy == Py '%%-, Gy = %:g%i"

Von den weiteren Jacobi'schen Relationes beriicksichtige man

noch (1 2 6), welche die Forderung enthilt:
PPy = P31 Py
Alsdann sind alle Jacobi'schen Relationen erfiillt,

Durch passende Wahl von X; und X, in ihrer zweigliedrigen
Untergruppe und durch Multiplication von X, und Xy mit eivem
passenden Factor kann man bewirken, dass ist:

(X Xy) =2X,f+ Xf, (X Xy)= X;f+ 2X,f;

oy =—1, 0 =0, 0,=0, of=~=—1, E=F =1l

Ebenso kann man X,, Xy ... mit gewissen Factoren multipli-
ciren und diese so wihlen, dass ist:

Ei=E=E=E=1, p=p=p=p=1l
Dann ist zugleich p; = 1.

Somit erhalten wir folgende Ausdricke:

(X X)=—Xf, (X:Xr)=Xsf, (X,X,)=0, (X, Xy) =0,
(X, Xp) =0, (X X)=0, (X, X)=—X,f, (X, Xy)=Xf.
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Da man unmittelbar dibersieht, welche Werthe jetzt o, —w, u.s.w,
sowie ¢,,, und die weiteren ¢ annehmen, wird es nicht nGthig sein,
diese Ausdriicke hinzuschreiben.

Die Wurzeln des Systems 1V E) konnen in folgender Weise ge.
schrieben werden:

+ -+
to, toto, Eatotaie.

Wir wollen demnach die unendlich kleinen Transformationen, durch
welche die Gruppe bestimmt wird, mit

Koy Kowss Xosy Xy X X
Xr; roely SApandy r33 ey Fitxs _{'.11.2;.31.%,

bezeichnen. In entsprechender Weise werden auch die ¢, ¢, u.s. w.
eingefihrt. Dann gelten die Gleichungen:

2
€ (b~ Ot M = 5,
2 2 1 2

(1) o,
Ciotosd haats T Fiqogsge
F 2 2

& s34 | TmdmBt
3 3

nebst denjenigen, welche hieravs durch Vertauschung der Nummern
und deren Vorzeichen erhalten werden. Um diese Gleichungen zu
befriedigen, kann man

¢

(@) ‘(’:..1 L e it o R ot i Bt - "’__11+:>~3+4 b4 ¥
2 i -4 2 2 2

© Bt ~1p243—4
- 2 e

und diejenigen 2wOlf Coefficienten, welche hieraus durch eyklische
Vertauschung der Marken hervorgehen, willkiirlich wihlen und daan
die simmtlichen ¢ berechnen, unter deren Marken eine Marke ¢
vorkommt,

Bildet man aber die Relationen

5 1—248544 =
(1, — 142, 2220334 wa (1, — 140, Ziz2tadey
nimlich
G2 € oapsi atets
@ 2
+ O e o2 —tbereit Conpagaie asans = O
2 £ Ty oty

@ 1

G182 € rpiois —1pagape
2 B

+ e (e Cspare rps, TSR T o,
"} ) ¥ : iy 3

h

.
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so folgt davaus:
&) €, ot 1St i s
) ¥ ¥ N

Tt iosistd 1opiers € amisi spaien = O
E 2 H 2

Diese Gleichung und die entsprechenden lehren, dass man ausser den
vier oben hingeschriebenen Coefficienten (a) etwa nur noch

€ r2asi 1omast? © de-aee 1masr € adabs a-n0
¥ ) 2 3 2 B

€ RS 1
¥ 2

willkiirlich annehmen darf. Endlick kann man aus den Gleichungen
(2) und den Relationen

(1+2—§-3+4, -1—~22~——-3w4' 1+2)

alle weiteren Coefficienten ¢ berechnen.
Die Waurzeln des Systems IV F) koonen in folgender Weise ge-
schrieben werden:

+a, TOE™ Foatemiede,

Die Jacobi’schen Relationen
—1p2 : —y 23
(i, 1, 1_.;.9:.3-}-4), (1«}-22—3«}-4&, 1 ‘ 3 c} 1)’

2
(1, 2, TLm2HIFL)

fibren zu Gleichungen, welche mit den GL. (1) und (3) identisch sind.
Daher lassen sich die simmflichen Coefficienten, welche aus

R Pt s an ]
LT i

durch Vertauschung der Marken und ibrer Zeichen hervorgehen, in
derselben Weise durch acht willkiirlich gewZhlte Grissen darstellen,
wie bei IV E). Zuor Bestimmung der fbrigen findet man guadratische
Gleichungen, wie bei der Form C),

Was die Form VI E) betrifft, so vertausche man bei den in § 15
aufgezihlten Wurzeln zanichst die Marken 5 und 6 und stelle daon
die mit den neuen Marken 1...5 verschenen Wurzeln in der Form
~+ %, 4 =, dar, wo i, x ungleiche Marken der Reihe 1...5 sind
Hierzu kommen:

DBy Tt MW — Oy, X, He A Az Xy — 0y
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nebst den entgegengesetzt gleichen. Ebenso vertausche man in den
oben anfgezahlten Warzeln des Systems VII E) die Marken 6 und 7
und man kann dann alle Warzeln bis aof ihre entgegengesetzt gleichen
in der Form angeben:

T My o — Ry, By, Wt Ry — @, Wt m b ow— fa,
o+ Tyt Ty T T By 0y, T Ty T+ 2y R 7 — 20,
Genan so ist es mit VIHI E), wo wir die Wurzeln erhalten:

B By WMy, Oy, T Ty— g, x4 -+mtm,— o,
x“+-..+7;“--ms’ ﬂ‘l—v}—-*.—[—-?ﬁ,‘w%ﬂ)s,
2z, + =, + m, + 7+ W, + 7 A+ 7, — 20,
w0 &, % .., ungleiche Marken der Reihe 1...7 sind. Die Berechnong
aller Coefficienten ¢ bietet keine Besonderheit.

Dass die anf dem angedeuteten Wege gefundenen Coefficienten ¢
wirklich sémmtlichen Jacobi’schen Relationen genfigen, dafiir spricht
auch der folgende Umstand. Multiplicirt man simmtliche X,/ mit
beliebigen Factoren, so ‘dndern sich die Ausdriicke fiur (X,X,), aber
jedesmal nur so, dass alle Jacobi'schen Relationen giiltig bleiben.
Auch ist die Zahl der willkiirlichen Constanten, welche durch diese
Relationen noch gelassen werden, so gross, dass sie durch bestimmte
Wahl jener Factoren vorgeschriebene Werthe erhalten konnen.

Somit erbalten wir folgenden Satz:

Fiir 1=2 entspricht dem allgemeinen System D) keine einfache
Gruppe und diejenigen beiden Gruppen werden identisch, welche den
Formen B) und C) endsprechen. Ausserdem gieht es moch eime vierzehn-
gliedrige einfache Gruppe vom Range zwei.

Fiir 1= 4 Lommen zu den allgemeinen Formen A), B), C), D)
noch zwei einfache Gruppen von 52 Gliedern himew. Die eine von
diesen. hat die Gruppe IV B) sur Untergruppe.

Auch fir 1==6,7,8 gicbt es ausser den allgemeinen Formen noch
Je eine specielle einfache Gruppe; dieselbe hat 18 Glieder fiir 1= 8,
133 fir 1==17 und 248 fir 1 = 8.

Braunsberg, 2. Februar 1888,



